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ЖУРНАЛ 
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ 

Том 25, 1985 ~ ~ : :

 № ш 

УДК 519.6:533.7 

КИНЕТИЧЕСКИЕ АЛГОРИТМЫ ДЛЯ РАСЧЕТА 
ГАЗОДИНАМИЧЕСКИХ ТЕЧЕНИЙ 

ЕЛИЗАРОВА Т. Г., ЧЕТВЕРУШЕИН Б. Н. 

(Москва) 

На основе кинетической модели получены дифференциально-раз
ностные системы уравнений для описания газодинамических течений. 
Рассматриваются методы расчета, и приводятся примеры численного ре
шения некоторых задач. 

§ 1. Кинетическая модель 

Как правило, разностные схемы для расчета газодинамических тече
ний конструируются на основе непосредственного использования уравне
ний газовой динамики Эйлера или Навье — Стокса. При таком построении! 
алгоритма как бы в тени остается тот факт, что сами уравнения газовой7 

динамики при соответствующих предположениях относительно вида функ
ции распределения могут быть получены непосредственно из уравнения 
Болкцмана, т. е. являются следствием более сложного кинетического урав
нения [ 1 ] . 

Из относительно небольшого числа попыток построить алгоритм рас
чета газодинамических течений, опираясь непосредственно на решение-
уравнения переноса, отметим работы [2] — [ 8 ] , где использовалась сле
дующая простая модель, описывающая перенос частиц. 

Предположим, что в момент времени t=tj в каждой точке пространства 
функция распределения / может быть записана в локально-максвеллов-
ском виде: 

(1.1) / 0 ' ( х , t>)=p?(x, t?) [2nRF(x, f ) ] - * X 

X e x p { - [ g « - B « ' ( x , t>) ] 2 [2 i ?P (x , P) ] - ' } , a = l , 2, 3, 

где p j, n j, P — локальные макроскопические параметры течения газа9, 
Л —газовая постоянная. 

Затем на отрезке времени t^[t\ tj+i] происходит бесстолкновитель-
ный разлет газа, который описывается уравнением переноса 

( 1 2 ) £=|+XUf=o. 
at at , дха 

a = l 

В момент времени t=tj+i функция распределения вновь становится ло-
кально-максвелловской, но уже с новыми значениями газодинамических 
параметров p j + 1 , uj+i, Tj+\ которые определяются с помощью выражений; 

оо оо оо 

(1.3) p j + 1 = J f + 1 ^ , (р<Н+,=1 W+i<%, E^ = j-^f+ld% 
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тде £ , =ри 2 /2+ЗрДГ/2. В дальнейшем при переходе к моменту времени 
£=tj+2 вся процедура повторяется. 

По сути дела, в данной модели исходная физическая среда заменяется 
жа гипотетическую, в которой характерная длина свободного пробега со
ставляет величину порядка xv, где x=tj+i—t\ a v — модуль характерной 
скорости, включающей в себя и скорость звука. 

В настоящей статье не будут рассматриваться вопросы о соотношениях 
функции распределения, получаемой из кинетической модели (1.1) —(1.3) 
и из уравнения Больцмана. Основное внимание будет уделено получению 
макроскопических параметров р, и, Г и их связи с решениями соответ
ствующих газодинамических уравнений. 

§ 2. Дифференциально-разностная система уравнений 

Кинетическую модель (1.1) —(1.3) можно непосредственно использо
вать для нахождения газодинамических величин [2 ] — [ 5 ] . При этом, как 
следует из расчета модельных задач, точность численного решения ока
зывается в достаточной степени высокой. Однако при таком подходе при
ходится решать уравнение переноса' (1.2), зависящее не только от прост
ранственных переменных, но и от скоростей молекул. Это резко увели
чивает (особенно при переходе к многомерным по пространству задачам) 
объем машинного времени, необходимого для их численного решения. 

Ниже на основе кинетической модели (1.1) —(1.3) получены относи
тельно простые уравнения типа уравнений газовой динамики, которые в 
дальнейшем используются для численных расчетов. Получим эту систему 
уравнений. 

Основываясь на модели (1.1) —(1.3), определим функцию распределе
ния на новом шаге по времени с помощью выражения 

f»*(x,i,t»*)=f0'(x-%T,i,t?), 

тде / 0

j — локально-максвелловская функция на слое t\ которая задается с 
помощью (1.1), x=tj+i—1\ 

Разложим функцию распределения в ряд Тейлора по параметру %х: 

с точностью до членов третьего порядка. 
Для того чтобы получить значения газодинамических параметров на 

новом слое по времени t=tj+\ умножим (2.1) на сумматорные инвариан
ты 1, | , ^ 2 /2 и проинтегрируем по всем скоростям молекул. 

При достаточно больших скоростях | , когда параметр | т уже нельзя 
считать малым по сравнению с шагом пространственной сетки, отбрасывае
мые при таком разложении члены, вообще говоря, могут оказаться су
щественными. Однако в нашем случае ими можно пренебречь, так как 
сама функция распределения экспоненциально убывает с ростом % и об
ласть больших скоростей вносит малый вклад в соответствующие ин
тегралы. 

Учитывая локально-максвелловский характер функции распределения, 
интегралы, стоящие в правой части (2.1), удается свести к выражениям, 
представляющим собой суммы и произведения моментов различного по
рядка функции ехр(—z 2). Нечетные моменты этой функции равны нулю, 
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а четные можно определить с помощью выражения 
оо 

f к'2 

)e~^dz = ~.{2r-i)\\. 
2 Г 

В результате подобных довольно громоздких выкладок получим сле
дующую систему дифференциально-разностных уравнений для описания 
газодинамических течений: 

з 

(2.2а) i — - P + d i v ( P u ) = ^ - ^ , д -(рИаЩ+б^рИТ), 

з 

(2.26) - + 2J—(рв.в ,+6 в | > рДГ) = 
Т {1,-1 » ^ 

3 3 

Х-^-( Р1г Р ( ц а

2 + Д Г ) ) + т ^ ц ' и ' р ^ а . 

3 

(2.2в) - + 9 Щ - i ( 1J и а

2 + 5 Л г ) = 

з 3 

= ^ Е ^ т ( р [ ^ + ^ д а + ^ - £ И а*(в» 8 +Д2') + 
Р = * Р а,Р=1,а¥=Р 

3 3 

Р,1 = 1,рф0 * 1 а = 1 

здесь и далее T=Tj, n=u j . 
Система уравнений (2.2) является основной. Поэтому, для большей 

наглядности выпишем ее частный случай, соответствующий одномерному 
плоскопараллельному течению: 

oj+l—o д т дг 

(2'3А> V + E W - T S ^ ' 
( 2 . 3 6 ) (p»)'*' р и . + а ( г + д г ) _ т У (р„»+зрдгц), 

т 9а; 2 or* 
9 / ри 3 5 \ 

т a2
 (ouk 5 \ 

Системы уравнений (2.2) и (2.3) отличаются от уравнений для не
вязкого и нетеплопроводного газа членами, которые стоят в правой части, 
обладают первым порядком малости по т и имеют смысл вязкости. Заме
тим, что эти уравнения (за исключением (2.2а) и (2.3а)) нельзя полу
чить из дифференциально-разностной аппроксимации уравнений Эйлера. 

Обратим внимание на слагаемые, пропорциональные второй произ-
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водной от куба скорости, в правых частях уравнений (2.26) и (2.36). Как 
отмечалось в [9] , использование уравнений такого типа для описания 
течений можно рассматривать как способ регуляризации уравнений 
Навье — Стокса, полезный при проведении численных расчетов. 

Кинетическая модель (1.1) —(1.3) позволяет получить и другие урав
нения для расчета газодинамических течений. Если вместо разложения 
(2.1) использовать предположение о том, что функция / является кусочно-
постоянной внутри ячейки x , _ i < x < x < , где ^ — некоторое раз
биение по скоростям молекул, то придем к системе уравнений, которая 
для плоскопараллельного случая будет выглядеть следующим образом [6]: 

X (2.4а) L—2- + (рй). = - А- [4 (2Я2Т-Р 

Х е х Р ( - ^ ) + ^ ( 1 7 Г Ф ) ] » , = с ' 

< 2 .4б) (Р»Г-(Р»Л + ( p w 2 + p R T h = 

= -Ж [Р" ( W - e x p ( - ^ г ) + 2РВТ ЧГ) + 

+ РВ'(яФ)к' 
< 2 . 4 в ) Ж-=А.+ ^ + ^ р и в Т ) ^ = 

- i ^ [ p ^ ^ ( - w ) ( 2 + w ) + '. , 2 

+ 9ВТи ( | ^ ) (2Ф + i - Т ) + Зри» (2*r)V.exp ( - - g ^ r ) + 

В выражениях (2.4) использовались стандартные обозначения для 
конечных разностей [10], А —шаг по пространственной переменной, Ф и 
W легко определяются с помощью заранее заготовленных таблиц значе
ния интегралов 

У У 

Ф = J е - У г dy, .ЧГ = J е-уу dy, у = \и\ (2Д7)- 1/.. 
0 0 

Система уравнений (2.4) достаточно громоздка. Однако она сразу 
записывается в конечно-разностном виде. Опыт расчетов по ней послу
жил основой для выбора алгоритмов численного решения систем уравне
ний (2.2) и (2.3). 

§ 3. Модельное уравнение' переноса 

Дифференциально-разностные уравнения системы (2.2) могут быть 
получены с помощью модельного уравнения переноса 

дха ' 2 а р = 1 дха дх$' 

где 1(х, %, t) — интеграл столкновений. 
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В самом деле, умножим последовательно уравнение (3.1) на суммар
ные инварианты ф ( ^ ) = 1 , | , | 2 / 2 и проинтегрируем по всем скоростям, 
молекул 

Учитывая свойство интеграла столкновений 
оо 

J <р(Ю/(х, %,t)dt=0, 
— оо 

а также полагая при вычислении интегралов 
00 оо 

— оо ^_оо 

где с=1—п, как это делается при выводе уравнений Эйлера, и интеграла* 
оо 

— оо 

что функция распределения / локально-максвелловская, придем к систе
ме уравнений (2.2). 

При таком выводе более естественным становится физический смысл! 
дополнительных членов в правых частях уравнений (2.2) и (2.3), кото
рые можно определить через газокинетическое давление р и удельную* 
внутреннюю энергию е. С учетом уравнений состояния 

(3.2) Р=Р(Т,Р), е=е (Г, р) 
система уравнений (2.3), например, примет вид 

гчч^ p j + 1 - p , д(ри) г д2 ^ (3.3а) _ _ + _ = _ _ ( р ц 2 + / , ) 1 

(3.36) . - _ + - ( P u 2 + / , ) = T —(риЧ-Зр») , 

(3.3в) ^ + | ( Р И ( 4 + Е + Л ) ) = 

х д 
( р ^ 2 ( ^ - + в ) + 4 - ^ + ^ + — ) , 2 дх2 ^х ^ 2 i 2 Г Г р 

где 2?=ри2/2+ре. 
Система уравнений (3.2), (3.3) позволяет рассматривать не только» 

газодинамические течения с простейшим уравнением состояния p=pRT^ 
s=3RT/2, но и более сложные течения с реальными зависимостями дав
ления и внутренней энергии от температуры и плотности. 

Модельное кинетическое уравнение (3.1) позволяет легко учесть есте
ственную вязкость и теплопроводность. Так же как и при выводе урав
нений Навье — Стокса в процессе нахождения интегралов Цсас^\ m 
$/c 2 c a d| , входящих в левую часть уравнения (3.1), предположим, что-
функцию распределения / можно представить в виде [ 1 ] 

/ = / о \ СаСр — / 0 + С 2 С а /о I , 

v х дх$ дха

 1 

где 1/v — малый параметр, имеющий смысл обратной частоты молекуляр
ных столкновений в газах. При вычислении интегралов, входящих в пра-
1530 



вую часть уравнения (3.1), ограничимся предположением о локально-
;максвелловском характере функции распределения / = / 0 . Это можно сде
лать, если ограничиться членами только первого порядка малости по 
-естественной вязкости и по модельной вязкости, входящей в правую часть 
«системы уравнений (2.2). 

Выпишем полученную таким образом систему уравнений для плоско
го слоя: 

Р т - Р л_ д(ри) т а 2 . • • 
т дх 2 дат 

— + aT ( p w + р ) - Тх *Ш+Та7(ри + З р и ) ' 
Ei+l-E д ( ' / в 1 ,, в 

Я т * + £ - 4 ) ) -
_ д дТ ., х дг 

даЛ ^ 2 р дх' 

(р»в(4+'0+Тв № в + ~ ) ' 2 дя 2 V х 2 ' 2 , r р 

^где р. и >с — соответственно, коэффициенты естественной вязкости и теп
лопроводности, являющиеся функциями частоты столкновений v. 

§ 4 Алгоритм численного решения и некоторые примеры 
расчета 

Если рассмотреть линейный аналог схемы с центральными разностя
ми, стоящими в левой части выражений (2.4), то она окажется абсолют
но неустойчивой [ 10]. С другой стороны, расчеты показали устойчивость 
полной разностной схемы (2.4), если выполнено условие xv<h. 

Аналогично схеме (2.4), при построении алгоритма расчета для си
стем уравнений (2.2), (2.3) и (3.3) заменим пространственные производ
ные, стоящие в левых частях этих уравнений, на их центральные раз
ности. 

Для аппроксимации членов модельной вязкости, стоящих в правых 
частях этих уравнений, например 

д2 

:можно воспользоваться стандартной схемой 

т 
— (рюЧ-ЗрвЬ*.. 

Однако при таком подходе с уменьшением т вязкие члены будут стре
миться к нулю, что приводит в численных расчетах к возникновению 
сильных осцилляции за фронтом ударной волны [ 7 ] . Этот факт является 
следствием того, что с уменьшением шага по времени т системы (2.2), 
(2.3) и (3.3) переходят в системы уравнений с малым параметром при 
старшей производной. 

От этой ситуации можно избавиться, одновременно уменьшая шаг 
пространственной сетки. Тем не менее такой подход нельзя считать удоб
ным с точки зрения вычислительной практики. Для того чтобы уменьше
ние шага по времени т не привело к негативным последствиям, восполь
зуемся одной из схем (например, рассмотренной в [11 ] ) , используемых 
для аппроксимации уравнений с малым параметром при старшей произ-
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30 ио 80 ПО 160 х • О U0 80 110 160 х 

Фиг. 1 Фиг. 2 

водной: 

(4.1) 
% д2 

(ри3+3ри)« ~ ) (ри э +3/>и) 5 

Zv * xv I 
2 дх2 

XV 

При больших xvlh построенная аппроксимация переходит в обычную ап
проксимацию вторых производных со вторым порядком точности. 

В качестве одномерного теста решалась задача о распаде сильного 
разрыва [12] , [13] . В начальный момент слева от разрыва р = 8 , Г = 6 0 г 

справа р = 1 , Г = 1 . При этом в = 0 , i ? = l . Сетка по х выбиралась равномер
ной, шаг по времени варьировался от 0.1 до 10" 4. На фиг. 1 представле
ны результаты расчетов по схеме с аппроксимацией пространственных 
производных центральными разностями на момент времени £=4 ( т=0 .05 г 

/ г=1) . Штриховая линия на фиг. 1 и 2 —точное решение. С увеличением 
временного шага схема начинает терять устойчивость, поскольку она 
является явной. При уменьшении т осцилляции за фронтом ударной 
волны увеличиваются, что тоже приводит к расходимости. 

На фиг. 2 приведены результаты расчетов по схеме типа (4.1) на 
моменты времени £=4 и £=6 при т=0.01, h=l. Уменьшение шага т на
чиная с некоторого т 0 =0.05 не влияет на результаты расчетов. С умень
шением пространственного шага h точность решения возрастает. Обра
щает на себя внимание достаточно хорошее совпадение с точным реше
нием и крутой фронт ударной волны [ 7 ] . Погрешность полученного ре
шения приблизительно соответствует погрешности решения по схеме 
(2.4) на вдвое более густой сетке. 

В качестве двумерного теста рассматривалась задача об ударе цилин
дрической ударной волны о плоскую границу. В начальный момент в че
тырех центральных ячейках задавалась зона повышенного давления Г = 
=100, ip=l , и=0 (p=pRT, Д = 1 ) . Вне горячей зоны Г = 1 , ,р=1 простран
ственный шаг сетки составлял Ах=Аг/=0.0333. 

После начала газодинамического разлета течение достаточно быстро 
становится одномерным. Таким оно остается до тех пор, пока цилиндри
ческая ударная волна не сталкивается с жесткой стенкой, после чего те-
чение приобретает явно выраженный двумерный характер. На фиг. 3 
представлены изолинии давления, рассчитанные на сетке 31X61 на мо
менты времени £=0.25 (фиг. 3, а: 2 — для 2.2, 3 — для 3.4, 4 — для 4.6, 
5 - для 5.8, 6 - для 7.0, 7 - для 8.2, 8 - для 9.4, 9 - для 10.6) и £=0.45 
(фиг. 3, б: 2 - для 1.6, 3 - для 2.2, 4 - для 2.8, 5 - для 3.4, 6 - для 4.0; 
7 — для 4.6, 8 — для 5.2, 9 — для 5.8). Линии расположены эквидистантно. 
Видно, как зона повышенного давления, возникающая при таком столк-
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новении, с течением времени удаляется от оси х=0. При этом образуется 
типичная газодинамическая конфигурация, характеризующаяся одновре
менным наличием прямой ударной волны и отраженного течения. 
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