
ÜìêçÄã ÇõóàëãàíÖãúçéâ åÄíÖåÄíàäà à åÄíÖåÄíàóÖëäéâ îàáàäà, 2001, ÚÓÏ 41, ‹ 2, Ò. 239–255

239

íÖéêÖíàóÖëäéÖ à óàëãÖççéÖ àëëãÖÑéÇÄçàÖ 

äÇÄáàÉÄáéÑàçÄåàóÖëäàï 

à äÇÄáàÉàÑêéÑàçÄåàóÖëäàï ìêÄÇçÖçàâ1)

© 2001 „.   í. É. ÖÎËÁ‡Ó‚‡*, û. Ç. òÂÂÚÓ‚**

(*125047 åÓÒÍ‚‡, åËÛÒÒÍ‡fl ÔÎ., 4‡, àåå êÄç;
**170013 í‚Â¸, ÛÎ. ÜÂÎfl·Ó‚‡, 33, í‚ÂÒÍÓÈ „ÓÒ. ÛÌ-Ú)
e-mail: *telizar@yahoo.com; **yurii.sheretov@tver.su.ru

èÓÒÚÛÔËÎ‡ ‚ Â‰‡ÍˆË˛ 30.12.98 „.
èÂÂ‡·ÓÚ‡ÌÌ˚È ‚‡Ë‡ÌÚ 04.07.2000 „.

Ñ‡ÌÓ ÒËÒÚÂÏ‡ÚËÁËÓ‚‡ÌÌÓÂ ËÁÎÓÊÂÌËÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı ‡‚ÚÓ‡ÏË ÔË ‡Á‡·ÓÚÍÂ
ÌÓ‚˚ı ̋ ÙÙÂÍÚË‚Ì˚ı ‚ ̃ ËÒÎÂÌÌÓÈ Â‡ÎËÁ‡ˆËË Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı ÏÓ‰ÂÎÂÈ – ÒËÒÚÂÏ Í‚‡ÁË„‡ÁÓ‰Ë-
Ì‡ÏË˜ÂÒÍËı Ë Í‚‡ÁË„Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ. é·ÒÛÊ‰‡ÂÚÒfl ÙÂÌÓÏÂÌÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍ‡fl ËÌÚÂ-
ÔÂÚ‡ˆËfl ˝ÚËı ÒËÒÚÂÏ, ÔÓÒÎÂÊË‚‡ÂÚÒfl Ëı Ò‚flÁ¸ Ò Û‡‚ÌÂÌËflÏË ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡. êÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚
˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËfl ÌÂÍÓÚÓ˚ı ÒÊËÏ‡ÂÏ˚ı Ë ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏ˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ‚
Ò‡‚ÌÂÌËË Ò ‰‡ÌÌ˚ÏË, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ÏË ‚ ‡ÏÍ‡ı ‰Û„Ëı Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı ÏÓ‰ÂÎÂÈ.

1) 1. ÇÇÖÑÖçàÖ

Ç ‡·ÓÚ‡ı [1]–[4] ·˚ÎË ÔÂ‰ÎÓÊÂÌ˚ ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚Â ‡Î„ÓËÚÏ˚ ‰Îfl Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÏÓ‰ÂÎË-
Ó‚‡ÌËfl „‡ÁÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ÚÂ˜ÂÌËÈ, ‚ ‡ÏÍ‡ı ÍÓÚÓ˚ı ·˚ÎË ÔÓÒÚÓÂÌ˚ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍË-ÒÓ„Î‡ÒÓ-
‚‡ÌÌ˚Â ‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â ÒıÂÏ˚ (äëêë) Ë ÚÂÒÌÓ Ò‚flÁ‡ÌÌ˚Â Ò ÌËÏË Í‚‡ÁË„‡ÁÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl.
ä‚‡ÁË„‡ÁÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ÓÚ Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ‰Ó·‡‚Ó˜Ì˚ÏË ˜ÎÂ-
Ì‡ÏË ‰Ë‚Â„ÂÌÚÌÓ„Ó ‚Ë‰‡ Ò Ï‡Î˚Ï Ô‡‡ÏÂÚÓÏ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡. èË ˜ËÒÎÂÌÌÓÏ ÏÓ‰Â-
ÎËÓ‚‡ÌËË ‚flÁÍËı ÚÂ˜ÂÌËÈ ˝ÚË ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Â ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Â ÔÓfl‚Îfl˛Ú ÒÂ·fl Í‡Í ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚Â
Â„ÛÎflËÁ‡ÚÓ˚.

Ç Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ÒÚ‡Ú¸Â ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ ÒËÒÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÂ ËÁÎÓÊÂÌËÂ ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËı Ë ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı
ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı ‡‚ÚÓ‡ÏË Ì‡ ÔÛÚË ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl Ë ÔËÏÂÌÂÌËfl ‚ ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ˝ÍÒÔÂË-
ÏÂÌÚ‡ı ÒËÒÚÂÏ Í‚‡ÁË„‡ÁÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı Ë Í‚‡ÁË„Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ (äÉÑ-ÒËÒÚÂÏ). àÁ-
Î‡„‡ÂÚÒfl ÙÂÌÓÏÂÌÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍ‡fl ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËfl ˝ÚËı ÒËÒÚÂÏ, ‰ÂÏÓÌÒÚËÛ˛˘‡fl ‚˚ÔÓÎÌÂÌËÂ ‰Îfl
ÌËı ÓÒÌÓ‚Ì˚ı Á‡ÍÓÌÓ‚ ÒÓı‡ÌÂÌËfl, ÔÓÒÎÂÊË‚‡ÂÚÒfl Ëı Ò‚flÁ¸ Ò Û‡‚ÌÂÌËflÏË ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡, ÒÚÓ-
ËÚÒfl äÉÑ-ÏÓ‰ÂÎ¸ ‰Îfl ‚flÁÍÓÈ ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚË. êÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ̃ ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËfl ÚÂ-
˜ÂÌËÈ „‡Á‡ Ë ÊË‰ÍÓÒÚË Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â äÉÑ-Û‡‚ÌÂÌËÈ ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ‚ Ò‡‚ÌÂÌËË Ò ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚ÏË ÂÁÛÎ¸-
Ú‡Ú‡ÏË, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ÏË ‚ ‡ÏÍ‡ı ‰Û„Ëı ÔÓ‰ıÓ‰Ó‚.

èÂ‚‡fl ËÁ äÉÑ-ÒËÒÚÂÏ – Í‚‡ÁË„‡ÁÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍ‡fl – ·˚Î‡ ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ ‚ [2]–[4] ËÒıÓ‰fl ËÁ ËÁ‚ÂÒÚ-
ÌÓÈ ÏÓ‰ÂÎË ·ÂÒÒÚÓÎÍÌÓ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‡ÁÎÂÚ‡ ÏÓÎÂÍÛÎ „‡Á‡ Ò ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ Ï„ÌÓ‚ÂÌÌÓÈ Ï‡ÍÒ‚ÂÎÎË-
Á‡ˆËÂÈ. ùÚÓÚ ÔÓ‰ıÓ‰ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎÒfl Ú‡ÍÊÂ ‚ [5]–[7] ‰Îfl ÔÓÒÚÓÂÌËfl ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚ ‡Ò˜ÂÚ‡
Á‡‰‡˜ „‡ÁÓ‚ÓÈ ‰ËÌ‡ÏËÍË. ÇÚÓ‡fl, Í‚‡ÁË„Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ·˚Î‡ ‚‚Â‰ÂÌ‡ ‚ [8]. îÂÌÓÏÂ-
ÌÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍ‡fl ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËfl ˝ÚËı äÉÑ-ÒËÒÚÂÏ Ë Ëı ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂ ‚ ‚Ë‰Â ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚ı Á‡ÍÓÌÓ‚
ÒÓı‡ÌÂÌËfl ÔÂ‰ÎÓÊÂÌ˚ ‚ [9]. Ç [8]–[11] ‰Îfl Ó·ÂËı ÒËÒÚÂÏ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ Û‡‚ÌÂÌËfl ·‡Î‡ÌÒ‡ ˝ÌÚÓ-
ÔËË, ËÁÛ˜ÂÌ˚ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Â¯ÂÌËÈ ÚËÔ‡ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚, ÔÓÒÚÓÂÌ˚ ÔË·ÎËÊÂÌËfl Î‡-
ÏËÌ‡ÌÓ„Ó ÔÓ„‡ÌË˜ÌÓ„Ó ÒÎÓfl, ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘ËÂ Ò Û‡‚ÌÂÌËflÏË è‡Ì‰ÚÎfl. èÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ‚ ÒÚ‡ˆËÓ-
Ì‡ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â äÉÑ-ÒËÒÚÂÏ˚ ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ÓÚ Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ‰Ë‚Â-
„ÂÌÚÌ˚ÏË ˜ÎÂÌ‡ÏË ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ Ï‡ÎÓÒÚË ÔÓ ˜ËÒÎÛ äÌÛ‰ÒÂÌ‡. Ç [8], [9], [12] ‰Îfl
Í‚‡ÁË„Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ ÔÓÒÚÓÂÌÓ ÔË·ÎËÊÂÌËÂ ÅÛÒÒËÌÂÒÍ‡, Ó·ÓÒÌÓ‚‡Ì‡ ÔÓˆÂ‰Û‡
ÔÂÂıÓ‰‡ Í Ï‡ÒÒÓ‚˚Ï Î‡„‡ÌÊÂ‚˚Ï ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú‡Ï, Ì‡È‰ÂÌ˚ ÌÂÍÓÚÓ˚Â ÚÓ˜Ì˚Â Â¯ÂÌËfl. Ç‡Ë-
‡ÌÚ ‚ÚÓÓÈ äÉÑ-ÒËÒÚÂÏ˚, ÔÂ‰Ì‡ÁÌ‡˜ÂÌÌ˚È ‰Îfl ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËfl ÚÂ˜ÂÌËÈ ‚flÁÍÓÈ ÌÂ-
ÒÊËÏ‡ÂÏÓÈ ËÁÓÚÂÏË˜ÂÒÍÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚË, ‚ÔÂ‚˚Â ÔÂ‰ÎÓÊÂÌ ‚ [13]. ÑÎfl ÌÂ„Ó Ú‡ÍÊÂ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡ ÚÂÓ-
ÂÏ‡ Ó ‰ËÒÒËÔ‡ˆËË ÔÓÎÌÓÈ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ˝ÌÂ„ËË ‚ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚ı Ó·˙ÂÏ‡ı, ÔÓÒÚÓÂÌ˚ ÚÓ˜Ì˚Â
Â¯ÂÌËfl, ÒÓ‚Ô‡‰‡˛˘ËÂ Ò ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏË Â¯ÂÌËflÏË Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ Ë ÓÔËÒ˚‚‡˛-
˘ËÂ Î‡ÏËÌ‡Ì˚Â ÚÂ˜ÂÌËfl èÛ‡ÁÂÈÎfl ‚ ÚÛ·Â Ë ‚ ÔÎÓÒÍÓÏ Í‡Ì‡ÎÂ, ÚÂ˜ÂÌËfl äÛ˝ÚÚ‡ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl

1)ê‡·ÓÚ‡ ‚˚ÔÓÎÌÂÌ‡ ÔË ÙËÌ‡ÌÒÓ‚ÓÈ ÔÓ‰‰ÂÊÍÂ êîîà (ÍÓ‰ ÔÓÂÍÚ‡ 98-01-00155).
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‚‡˘‡˛˘ËÏËÒfl Ò ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË Û„ÎÓ‚˚ÏË ÒÍÓÓÒÚflÏË ÒÓÓÒÌ˚ÏË ˆËÎËÌ‰‡ÏË. ÄÎ„ÓËÚÏ˚, ÔÓÒÚ-
ÓÂÌÌ˚Â Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â äÉÑ-Û‡‚ÌÂÌËÈ, ÛÒÔÂ¯ÌÓ ÔËÏÂÌflÎËÒ¸ ‰Îfl ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËfl ÚÂ˜Â-
ÌËÈ „‡Á‡ [14], [15] Ë ÊË‰ÍÓÒÚË [16]–[18].

ä‚‡ÁË„‡ÁÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ ÔÓfl‚ËÎ‡Ò¸ ‚ÔÂ‚˚Â ‚ Ò‚flÁË Ò ‡Ì‡ÎËÁÓÏ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı
ÔË·ÎËÊÂÌËÈ äëêë. êÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ „‡ÁÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ÚÂ˜ÂÌËÈ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â
˝ÚËı ÒıÂÏ ËÁÎÓÊÂÌ˚ ‚ ÏÓÌÓ„‡ÙËË [19]. éÚÏÂÚËÏ Ú‡ÍÊÂ, ˜ÚÓ äÉÑ-ÒËÒÚÂÏ˚ ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ÓÚ ‰Û-
„Ëı, ·ÎËÁÍËı ÔÓ ÒÚÛÍÚÛÂ ÒËÒÚÂÏ, ÍÓÚÓ˚Â ‚ ‡ÁÌÓÂ ‚ÂÏfl ÔÂ‰Î‡„‡ÎËÒ¸ ‚ ‡·ÓÚ‡ı [20]–[23].

2. îÖçéåÖçéãéÉàóÖëäÄü àçíÖêèêÖíÄñàü 
äÇÄáàÉàÑêéÑàçÄåàóÖëäàï ìêÄÇçÖçàâ

Ç ‰‡ÌÌÓÏ ‡Á‰ÂÎÂ Ó·ÒÛÊ‰‡ÂÚÒfl ÙÂÌÓÏÂÌÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍ‡fl ËÌÚÂÔÂÚ‡ˆËfl Í‚‡ÁË„Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒ-
ÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ, ‚ÔÂ‚˚Â ÓÔÛ·ÎËÍÓ‚‡ÌÌÓÈ ‚ [8], Ë ÔÓÒÎÂÊË‚‡ÂÚÒfl ‚˚ÔÓÎÌÂÌËÂ ‰Îfl ÌÂÂ
ÓÒÌÓ‚Ì˚ı Á‡ÍÓÌÓ‚ ÒÓı‡ÌÂÌËfl. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ·Û‰ÂÏ ÒÎÂ‰Ó‚‡Ú¸ ËÁÎÓÊÂÌÌÓÏÛ ‚ ÏÓÌÓ„‡ÙËflı [24], [25]
ÙÂÌÓÏÂÌÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÏÛ ‚˚‚Ó‰Û ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ÂÈ ÚÂ˜ÂÌËfl
ÒÊËÏ‡ÂÏÓÈ ‚flÁÍÓÈ ÚÂÔÎÓÔÓ‚Ó‰ÌÓÈ ÒÂ‰˚. Ç ÓÒÌÓ‚Â ‚˚‚Ó‰‡ ÎÂÊ‡Ú ÔÓÒÚÛÎ‡Ú˚, ‚˚‡Ê‡˛˘ËÂ ËÌ-
ÚÂ„‡Î¸Ì˚Â Á‡ÍÓÌ˚ ÒÓı‡ÌÂÌËfl Ï‡ÒÒ˚, ËÏÔÛÎ¸Ò‡, ÏÓÏÂÌÚ‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡, ÔÓÎÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË Ë ˝ÌÚÓÔËË
‰Îfl ÔÓ‰‚ËÊÌÓ„Ó Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡.

Ç Â‚ÍÎË‰Ó‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â R
3
 ‚˚·ÂÂÏ ËÌÂˆË‡Î¸ÌÛ˛ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚Û ÒËÒÚÂÏÛ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú x = (x1,

x2, x3). èÛÒÚ¸ (e1, e2, e3) – ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ ÂÈ ÓÚÓÌÓÏËÓ‚‡ÌÌ˚È ·‡ÁËÒ Â‰ËÌË˜Ì˚ı ‚ÂÍÚÓÓ‚, t –
‚ÂÏfl. ÅÛ‰ÂÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl ‰Îfl Ï‡ÍÓÒÍÓÔË˜ÂÒÍËı ‚ÂÎË˜ËÌ, ı‡‡ÍÚÂË-
ÁÛ˛˘Ëı ÚÂ˜ÂÌËfl ÒÂ‰˚: ρ = ρ(x, t) – ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸, u = u(x, t) – ÒÍÓÓÒÚ¸, p = p(x, t) – ‰‡‚ÎÂÌËÂ, ε = ε(x,
t) – Û‰ÂÎ¸Ì‡fl ‚ÌÛÚÂÌÌflfl ˝ÌÂ„Ëfl, T = T(x, t) – ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ‡, s = s(x, t) – Û‰ÂÎ¸Ì‡fl ˝ÌÚÓÔËfl. èÂ‰-
ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ ÒÂ‰‡ fl‚ÎflÂÚÒfl ‰‚ÛıÔ‡‡ÏÂÚË˜ÂÒÍÓÈ Ë ÒÂ‰Ë ÔflÚË ÚÂÏÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı Ô‡‡ÏÂÚ-
Ó‚ ρ, p, ε, T, s ÌÂÁ‡‚ËÒËÏ˚ ÎË¯¸ ‰‚‡. èË ˝ÚÓÏ Á‡‰‡Ì˚ ÚË Û‡‚ÌÂÌËfl ÒÓÒÚÓflÌËfl:

(2.1)

ëËÏ‚ÓÎÓÏ F Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ Ï‡ÒÒÓ‚Û˛ ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ ‚ÌÂ¯ÌËı ÒËÎ. ç‡ÔËÏÂ, ‰Îfl ÊË‰ÍÓÒÚË, Ì‡ıÓ‰fl˘ÂÈ-
Òfl ‚ „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌÓÏ ÔÓÎÂ áÂÏÎË, F = g, „‰Â g – ÛÒÍÓÂÌËÂ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ„Ó Ô‡‰ÂÌËfl.

Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â ÔÂ‚Ó„Ó ÔÓÒÚÛÎ‡Ú‡ ÔËÏÂÏ Á‡ÍÓÌ ÒÓı‡ÌÂÌËfl Ï‡ÒÒ˚ ‚ ‚Ë‰Â

(2.2)

ë˜ËÚ‡ÂÏ, ̃ ÚÓ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÚÓ˜ÍÂ x Ó·Î‡ÒÚË ÚÂ˜ÂÌËfl ‚ ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t ÓÔÂ‰ÂÎÂÌ ‚ÂÍÚÓ jm = jm(x, t), Ì‡-
Á˚‚‡ÂÏ˚È ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸˛ ÔÓÚÓÍ‡ Ï‡ÒÒ˚, ‚Ë‰ ÍÓÚÓÓ„Ó Ï˚ ÔÓÍ‡ ÌÂ ·Û‰ÂÏ ÍÓÌÍÂÚËÁËÓ‚‡Ú¸.

Ç˚‰ÂÎËÏ ‚ Ó·Î‡ÒÚË ÚÂ˜ÂÌËfl ‰‚ËÊÛ˘ËÈÒfl Ï‡ÚÂË‡Î¸Ì˚È Ó·˙ÂÏ V = V(t), Ó„‡ÌË˜ÂÌÌ˚È „Î‡‰-
ÍÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ Σ = Σ(t), ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÔÓÎÂÏ ‚ÌÂ¯ÌËı Â‰ËÌË˜Ì˚ı ÌÓÏ‡ÎÂÈ n. ÅÛ‰ÂÏ Ò˜Ë-
Ú‡Ú¸, ˜ÚÓ Ó·˙ÂÏ V(t) ‚ÓÁÌËÍ‡ÂÚ ËÁ Ó·˙ÂÏ‡ V0 = V(t0), „‰Â t0 – Ì‡˜‡Î¸Ì˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË, ÔÛÚÂÏ
ÌÂÔÂ˚‚ÌÓÈ ‰ÂÙÓÏ‡ˆËË, Ó·ÛÒÎÓ‚ÎÂÌÌÓÈ ÔÂÂÏÂ˘ÂÌËÂÏ ˜‡ÒÚËˆ V0 ‚‰ÓÎ¸ Ú‡ÂÍÚÓËÈ, ÓÔÂ‰Â-
ÎflÂÏ˚ı ‚ÂÍÚÓÌ˚Ï ÔÓÎÂÏ jm/ρ. ÇÓÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡‚¯ËÒ¸ ËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ [24] ÚÂÓÂÏÓÈ ãËÛ‚ËÎÎfl Ó ‰ËÙÙÂ-
ÂÌˆËÓ‚‡ÌËË ËÌÚÂ„‡Î‡, ‚ÁflÚÓ„Ó ÔÓ ‰‚ËÊÛ˘ÂÏÛÒfl Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÏÛ Ó·˙ÂÏÛ, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ Á‡ÍÓÌ ÒÓ-
ı‡ÌÂÌËfl Ï‡ÒÒ˚ (2.2) ‚ ‚Ë‰Â

(2.3)

ÇÚÓ˚Ï ÔÓÒÚÛÎ‡ÚÓÏ ÒÎÛÊËÚ Á‡ÍÓÌ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ËÏÔÛÎ¸Ò‡

(2.4)

ëÍÓÓÒÚ¸ ËÁÏÂÌÂÌËfl ËÏÔÛÎ¸Ò‡ ‚ Ó·˙ÂÏÂ V ‡‚Ì‡ ÒÛÏÏÂ ÔËÎÓÊÂÌÌ˚ı Í ÌÂÏÛ ÒËÎ. èÂ‚˚È ËÌÚÂ-
„‡Î ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË (2.4) ÂÒÚ¸ Ó·˙ÂÏÌ‡fl ÒËÎ‡, ‰ÂÈÒÚ‚Û˛˘‡fl ÒÓ ÒÚÓÓÌ˚ ‚ÌÂ¯ÌÂ„Ó ÔÓÎfl, ‚ÚÓÓÈ
ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÒËÎ˚ ‰‡‚ÎÂÌËfl Ë ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó ‚flÁÍÓ„Ó ÚÂÌËfl, ÔËÎÓÊÂÌÌ˚Â Í ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Σ. ÇÂÎË-
˜ËÌ‡ P = P(x, t) fl‚ÎflÂÚÒfl ÚÂÌÁÓÓÏ ‚ÌÛÚÂÌÌËı Ì‡ÔflÊÂÌËÈ. ëËÏ‚ÓÎ (n · P) Ó·ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ Ò‚ÂÚÍÛ
(ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ) ‚ÂÍÚÓ‡ n Ë ÚÂÌÁÓ‡ ‚ÚÓÓ„Ó ‡Ì„‡ P, ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÏÛ˛ ÔÓ ÔÂ‚ÓÏÛ ËÌ-
‰ÂÍÒÛ ÚÂÌÁÓ‡ P. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, Á‡ÔËÒ¸ (P · n) ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ Ò‚ÂÚÍ‡ P Ë n Ë‰ÂÚ Ò Û˜‡ÒÚËÂÏ ‚ÚÓ-

p Ψ1 ρ T,( ), ε Ψ2 ρ T,( ), s Ψ3 ρ T,( ).= = =

∂ρ/∂t div jm+ 0.=

td
d ρ Vd

V

∫ 0.=

td
d ρu( ) Vd

V

∫ ρF Vd

V

∫ n P⋅( ) Σ.d

Σ
∫∫+=
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Ó„Ó ËÌ‰ÂÍÒ‡ P. Ç ÒÎÛ˜‡Â ÒËÏÏÂÚË˜ÌÓ„Ó ÚÂÌÁÓ‡ P ËÏÂÂÏ (n · P) = (P · n). íÂÚ¸ËÏ ÔÓÒÚÛÎ‡ÚÓÏ
fl‚ÎflÂÚÒfl Á‡ÍÓÌ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ÔÓÎÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË

(2.5)

á‰ÂÒ¸ Ë ‰‡ÎÂÂ ÒÍ‡ÎflÌ˚È Í‚‡‰‡Ú ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓ‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í a2 = (a · a) = |a |2.
èÂ‚˚È ËÌÚÂ„‡Î ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË (2.5) ‡‚ÂÌ ÏÓ˘ÌÓÒÚË ‚ÌÂ¯ÌËı Ï‡ÒÒÓ‚˚ı ÒËÎ, ÔËÎÓÊÂÌÌ˚ı

Í Ó·˙ÂÏÛ V; ‚ÚÓÓÈ ËÌÚÂÔÂÚËÛÂÚÒfl Í‡Í ÏÓ˘ÌÓÒÚ¸ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚ı ÒËÎ ‰‡‚ÎÂÌËfl Ë ‚ÌÛÚÂÌÌÂ„Ó
‚flÁÍÓ„Ó ÚÂÌËfl. èÓÒÎÂ‰ÌËÈ ˜ÎÂÌ ‚ (2.5) ÓÔËÒ˚‚‡ÂÚ ÔËÚÓÍ ˝ÌÂ„ËË ‚ Â‰ËÌËˆÛ ‚ÂÏÂÌË ˜ÂÂÁ ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚ¸ Σ Á‡ Ò˜ÂÚ ÔÓˆÂÒÒÓ‚ ÚÂÔÎÓÔÓ‚Ó‰ÌÓÒÚË. Ç˚‡ÊÂÌËfl ‰Îfl ‚ÂÍÚÓÌ˚ı ÔÓÎÂÈ A = A(x, t) Ë
q = q(x, t) ·Û‰ÛÚ ‚˚ÔËÒ‡Ì˚ ÌËÊÂ.

ëÎÂ‰Û˛˘ËÈ ÔÓÒÚÛÎ‡Ú ‚˚‡Ê‡ÂÚ Á‡ÍÓÌ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ÏÓÏÂÌÚ‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡:

(2.6)

éÌ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ ‚ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÈ ÙÓÏÂ [24]. ÇÌÛÚÂÌÌËÂ ÏÓÏÂÌÚ˚, ‡ Ú‡ÍÊÂ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â Ï‡Ò-
ÒÓ‚˚Â Ë ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚Â Ô‡˚ ÌÂ Û˜ËÚ˚‚‡˛ÚÒfl. 

ÇÚÓÓÈ Á‡ÍÓÌ ÚÂÏÓ‰ËÌ‡ÏËÍË, fl‚Îfl˛˘ËÈÒfl ÔflÚ˚Ï ÔÓÒÚÛÎ‡ÚÓÏ, ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(2.7)

èÓ‚ÂıÌÓÒÚÌ˚È ËÌÚÂ„‡Î ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË (2.7) ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ÒÍÓÓÒÚ¸ ËÁÏÂÌÂÌËfl ˝ÌÚÓÔËË ‚ Ó·˙Â-
ÏÂ V Á‡ Ò˜ÂÚ ÚÂÔÎÓ‚Ó„Ó ÔÓÚÓÍ‡. éÌ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Í‡Í ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Ï, Ú‡Í Ë ÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì˚Ï. èÓ-
ÒÎÂ‰ÌËÈ ËÌÚÂ„‡Î ‚ (2.7) ‚ÒÂ„‰‡ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎÂÌ Ë ‰‡ÂÚ ÔÓËÁ‚Ó‰ÒÚ‚Ó ˝ÌÚÓÔËË Á‡ Ò˜ÂÚ ‚ÌÛÚÂÌÌËı
ÌÂÓ·‡ÚËÏ˚ı ÔÓˆÂÒÒÓ‚.

ì‰ÂÎ¸Ì‡fl ˝ÌÚÓÔËfl s ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl ËÁ ËÁ‚ÂÒÚÌÓ„Ó ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚‡ ÉË··Ò‡

(2.8)

óÚÓ·˚ ÔÂÂÈÚË ÓÚ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚ı ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ (2.3)–(2.7) Í ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÏ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸-
Ì˚Ï Û‡‚ÌÂÌËflÏ, ‚ÌÓ‚¸ ‚ÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl ÙÓÏÛÎÓÈ ãËÛ‚ËÎÎfl Ó ‰ËÙÙÂÂÌˆËÓ‚‡ÌËË ËÌÚÂ„‡Î‡,
‚ÁflÚÓ„Ó ÔÓ ‰‚ËÊÛ˘ÂÏÛÒfl Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓÏÛ Ó·˙ÂÏÛ. èË ˝ÚÓÏ ·Û‰ÂÏ Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ ‚ÒÂ ÓÒÌÓ‚Ì˚Â Ï‡-
ÍÓÒÍÓÔË˜ÂÒÍËÂ Ô‡‡ÏÂÚ˚ ÒÂ‰˚ fl‚Îfl˛ÚÒfl ‰ÓÒÚ‡ÚÓ˜ÌÓ „Î‡‰ÍËÏË ÙÛÌÍˆËflÏË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌ-
Ì˚ı ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Ë ‚ÂÏÂÌË. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ, Í‡Í ·˚ÎÓ ÛÍ‡Á‡ÌÓ ‚˚¯Â, ‰‚ËÊÂÌËÂ Ó·˙ÂÏ‡ V ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl
‚ÂÍÚÓÌ˚Ï ÔÓÎÂÏ jm/ρ, ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚Ó ãËÛ‚ËÎÎfl ÔËÌËÏ‡ÂÚ ‚Ë‰

(2.9)

á‰ÂÒ¸ ϕ = ϕ(x, t) – ÌÂÍÓÚÓÓÂ ÌÂÔÂ˚‚ÌÓ ‰ËÙÙÂÂÌˆËÛÂÏÓÂ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ ËÎË ‚ÂÍÚÓÌÓÂ ÔÓÎÂ,
D = ∂/∂t + (jm/ρ) · — – ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚È ÓÔÂ‡ÚÓ.

èËÏÂÌflfl ÙÓÏÛÎÛ (2.9) Í (2.3)–(2.7) Ë Û˜ËÚ˚‚‡fl ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÒÚ¸ V, ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ ‰ËÙÙÂÂÌˆË-
‡Î¸Ì˚Â Û‡‚ÌÂÌËfl ·‡Î‡ÌÒ‡ Ï‡ÒÒ˚

(2.10)

ËÏÔÛÎ¸Ò‡

(2.11)

ÔÓÎÌÓÈ ˝ÌÂ„ËË

(2.12)

td
d ρ u2

2
----- ε+ 

  Vd

V

∫ jm F⋅( ) Vd

V

∫ A n⋅( ) Σd

Σ
∫∫ q n⋅( ) Σ.d

Σ
∫∫–+=

td
d x ρu( )×[ ] Vd

V

∫ x ρF×[ ] Vd

V

∫ x n P⋅( )×[ ] Σ .d

Σ
∫∫+=

td
d ρs( ) Vd

V

∫ q n⋅( )
T

--------------- Σd

Σ
∫∫ X V .d

V

∫+–=

Tds dε pd 1/ρ( ).+=

td
d ϕ Vd

V

∫ Dϕ ϕ div jm/ρ( )+[ ] V .d

V

∫=

∂ρ/∂t div jm+ 0,=

∂ ρu( )/∂t div jm u⊗( )+ ρF divP,+=

t∂
∂ ρ u2

2
----- ε+ 

  div jm
u2

2
----- ε+ 

 + jm F⋅( ) divA divq,–+=

5
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ÏÓÏÂÌÚ‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡

(2.13)

Ë ˝ÌÚÓÔËË

(2.14)

á‰ÂÒ¸ (jm ⊗  u) – ÚÂÌÁÓ ‚ÚÓÓ„Ó ‡Ì„‡, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚È Í‡Í ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú ÔflÏÓ„Ó ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËfl ‚ÂÍÚÓ-
Ó‚ jm Ë u. èË ‚˚˜ËÒÎÂÌËË ‰Ë‚Â„ÂÌˆËË ÓÚ ÚÂÌÁÓ‡ ‚ÚÓÓ„Ó ‡Ì„‡ Ò‚ÂÚÍ‡ ÓÒÛ˘ÂÒÚ‚ÎflÂÚÒfl ÔÓ Â„Ó
ÔÂ‚ÓÏÛ ËÌ‰ÂÍÒÛ. Ç Û‡‚ÌÂÌËË (2.13) ÒËÏ‚ÓÎÓÏ Pij Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ ÔÓÚÂÚ ÚÂÌÁÓ‡ P ‚ ·‡ÁËÒÂ (e1, e2, e3). èÓ
‰‚‡Ê‰˚ ÔÓ‚ÚÓfl˛˘ËÏÒfl ËÌ‰ÂÍÒ‡Ï i Ë j Ë‰ÂÚ ÒÛÏÏËÓ‚‡ÌËÂ.

ëËÒÚÂÏ‡ (2.10)–(2.14) ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ. èÓ·ÎÂÏ‡ Á‡Ï˚Í‡ÌËfl ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Â¯ÂÌ‡ ‡Á-
ÎË˜Ì˚ÏË ÒÔÓÒÓ·‡ÏË. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ jm , P, A, q, X Í‡Í ÙÛÌÍˆËË Ï‡-
ÍÓÒÍÓÔË˜ÂÒÍËı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚ ÒÂ‰˚ Ë Ëı ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı.

ì‡‚ÌÂÌËflÏ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÈ ‚˚·Ó ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚ı ‚ÂÎË˜ËÌ:

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

Ç ÙÓÏÛÎ‡ı (2.15)–(2.19) ÒËÏ‚ÓÎÓÏ I Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ Â‰ËÌË˜Ì˚È ÚÂÌÁÓ,

(2.20)

ÂÒÚ¸ Ì‡‚¸Â-ÒÚÓÍÒÓ‚ÒÍËÈ ÚÂÌÁÓ ‚flÁÍËı Ì‡ÔflÊÂÌËÈ, (Π : Π) = ΠijΠij – ‰‚ÓÈÌÓÂ ÒÍ‡ÎflÌÓÂ
ÔÓËÁ‚Â‰ÂÌËÂ. èÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚Â ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ‚flÁÍÓÒÚË η Ë ÚÂÔÎÓÔÓ‚Ó‰ÌÓÒÚË κ
Ò˜ËÚ‡˛ÚÒfl Á‡‰‡ÌÌ˚ÏË ÙÛÌÍˆËflÏË ÔÎÓÚÌÓÒÚË Ë ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ˚. Ç ‚˚‡ÊÂÌËË (2.20) ˜ÎÂÌ, ÒÓÓÚ‚ÂÚ-
ÒÚ‚Û˛˘ËÈ Ó·˙ÂÏÌÓÈ ‚flÁÍÓÒÚË, ÓÔÛ˘ÂÌ.

èËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ ÙÓÏÛÎ˚ (2.15)–(2.19), ÏÓÊÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ̃ ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ·‡Î‡ÌÒ‡ ̋ ÌÚÓ-
ÔËË (2.14) fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËÈ (2.10)–(2.12). éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ‰Îfl Ó‰ÌÓ‡ÚÓÏÌÓ„Ó ÛÏÂÂÌ-
ÌÓ-‡ÁÂÊÂÌÌÓ„Ó „‡Á‡ ‚˚‡ÊÂÌËfl (2.18), (2.20) ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ËÁ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Û‡‚ÌÂ-
ÌËfl ÅÓÎ¸ˆÏ‡Ì‡ ÏÂÚÓ‰‡ÏË óÂÔÏÂÌ‡–ùÌÒÍÓ„‡ Ë É˝‰‡ ‚ ÔÂ‚ÓÏ ÔË·ÎËÊÂÌËË ÔË ‡ÁÎÓÊÂÌËflı ÔÓ
Ï‡ÎÓÏÛ ˜ËÒÎÛ äÌÛ‰ÒÂÌ‡ [26], [27].

Ç ÚÂÓËË ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ‰Îfl ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËfl „Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ‚ÂÎË˜ËÌ – ÔÎÓÚÌÓÒÚË, ÒÍÓÓÒÚË
Ë ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ˚ – ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ÔÓˆÂ‰Û‡ ÓÒÂ‰ÌÂÌËfl ÔÓ ÌÂÍÓÚÓÓÏÛ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û ÙËÁË˜ÂÒÍË ·ÂÒ-
ÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î˚ı Ó·˙ÂÏÓ‚ ËÁ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚‡ R

3
 ‚ ÙËÍÒËÓ‚‡ÌÌ˚È ÏÓÏÂÌÚ ‚ÂÏÂÌË t. å„ÌÓ‚ÂÌÌ˚Â

ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÒÂ‰ÌËÂ ÔË ÔÂÂıÓ‰Â ÓÚ Ó‰ÌÓÈ ËÌÂˆË‡Î¸ÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú Í ‰Û„ÓÈ
ÔÂÓ·‡ÁÛ˛ÚÒfl ÔÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌÓÏÛ Á‡ÍÓÌÛ. ÑÎfl Ï„ÌÓ‚ÂÌÌ˚ı ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÒÂ‰ÌËı Û‰‡ÂÚÒfl
‰ÓÍ‡Á‡Ú¸ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚ÓÒÚ¸ ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ (2.15) (ÒÏ. [27]).

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ ‰Û„ÓÂ, ÓÚÎË˜ÌÓÂ ÓÚ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓ„Ó ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÂ Ï‡ÍÓÔ‡‡ÏÂÚÓ‚ „‡Á‡, Ò ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÌËÂÏ ÌÂ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ„Ó, ‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ-‚ÂÏÂÌÌÓ„Ó ÓÒÂ‰ÌÂÌËfl. í‡Í‡fl ÔÓˆÂ-
‰Û‡ Ò„Î‡ÊË‚‡ÌËfl ÔÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û ÙËÁË˜ÂÒÍË ·ÂÒÍÓÌÂ˜ÌÓ Ï‡Î˚ı ˜ÂÚ˚ÂıÏÂÌ˚ı Ô‡‡ÎÎÂÎÂÔËÔÂ-
‰Ó‚ ‚ Ù‡ÁÓ‚ÓÏ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚Â R

3
 × Rt ÔÓ‰Ó·ÌÓ ÓÔËÒ‡Ì‡ ‚ [12]. èË ˝ÚÓÏ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚È ‚˚·Ó ‚ÂÎË-

˜ËÌ jm , P, A, q, X ‚ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËË, ˜ÚÓ jm ÌÂ ‡‚ÂÌ ρu, ÛÊÂ ÌÂ Ó„‡ÌË˜Ë‚‡ÂÚÒfl ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËÏ
‚‡Ë‡ÌÚÓÏ (2.15)–(2.19).

ÖÒÎË ÓÚÍ‡Á‡Ú¸Òfl ÓÚ ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ (2.15)–(2.19), ÚÓ ÒÓ‚ÓÍÛÔÌ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ Ë ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı,
‚ÓÓ·˘Â „Ó‚Ófl, ÚÂflÂÚ ËÒıÓ‰Ì˚È ÙËÁË˜ÂÒÍËÈ ÒÏ˚ÒÎ. é‰Ì‡ÍÓ ÓÌ‡ ‰ÓÔÛÒÍ‡ÂÚ ÙÓÏ‡Î¸ÌÓÂ Á‡Ï˚-
Í‡ÌËÂ ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ ÏÂÂ ‰‚Ûı ÚËÔÓ‚. èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÔË ˝ÚÓÏ ËÒıÓ‰Ì˚Â ÔÓÒÚÛÎ‡Ú˚ (2.10)–(2.14), ÓÚ‚Â-
˜‡˛˘ËÂ ÓÒÌÓ‚Ì˚Ï Á‡ÍÓÌ‡Ï ÒÓı‡ÌÂÌËfl, ÓÒÚ‡˛ÚÒfl ‚ ÒËÎÂ, ÚÓ ÔÓ ‡Ì‡ÎÓ„ËË Ï˚ ÒÓı‡ÌflÂÏ ÒÚ‡˚Â
Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl ‰Îfl ‚ÒÂı ‚ıÓ‰fl˘Ëı ‚ Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı. àÁ Ó·˘Ëı ÒÓÓ·‡ÊÂÌËÈ ÏÓÊÌÓ Á‡ÍÎ˛-
˜ËÚ¸, ˜ÚÓ ‰Îfl ÒÎ‡·ÓÌÂ‡‚ÌÓ‚ÂÒÌ˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ-‚ÂÏÂÌÌ˚Â Ë ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Â

t∂
∂ x ρu×[ ] div jm x u×[ ]⊗( )+ x ρF×[ ]

xi∂
∂ x Pije j×[ ]+=

∂ ρs( )/∂t div jms( )+ div q/T( ) X .+–=

jm ρu,=

P Π pI ,–=

A Π u⋅( ) pu,–=

q κ—T ,–=

X κ —T
T

-------- 
 

2 Π  : Π( )
2ηT

-------------------.+=

Π η — u⊗( ) — u⊗( )Ú 2/3( )Idivu–+[ ]=

Σi j, 1=
3
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ÒÂ‰ÌËÂ ·ÎËÁÍË Ë ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl Ì‡ ‚ÂÎË˜ËÌ˚, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÂ Ï‡Î˚È Ô‡‡ÏÂÚ, ÍÓÚÓ˚È ·Û‰ÂÚ Ë„‡Ú¸
ÓÎ¸ Â„ÛÎflËÁ‡ÚÓ‡ ÔË ˜ËÒÎÂÌÌÓÏ Â¯ÂÌËË.

èÂ‚˚È ‚‡Ë‡ÌÚ Á‡Ï˚Í‡ÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ (2.10)–(2.14), ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ËÈ Í‚‡ÁË„‡ÁÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ
ÒËÒÚÂÏÂ Û‡‚ÌÂÌËÈ, ÔË‚Â‰ÂÌ ‚ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‡Á‰ÂÎÂ. ÇÚÓÓÈ ÒÔÓÒÓ· Á‡Ï˚Í‡ÌËfl ÔË‚Ó‰ËÚ Í Í‚‡-
ÁË„Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ Ë ÔÓ‰Ó·ÌÓ Ó·ÒÛÊ‰ÂÌ ‚ [9]. èË ˝ÚÓÏ ‚˚‡ÊÂÌËfl, ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Â
(2.15)–(2.19), ‰Îfl Í‚‡ÁË„Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ ËÏÂ˛Ú ‚Ë‰

(2.21)

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

Ç (2.21)–(2.25) ÒËÏ‚ÓÎÓÏ w Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ ÌÂÍÓÚÓ˚È ‚ÂÍÚÓ, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ˚È ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

(2.26)

Π – ‡Ì‡ÎÓ„ Ì‡‚¸Â-ÒÚÓÍÒÓ‚ÒÍÓ„Ó ÚÂÌÁÓ‡ ‚flÁÍËı Ì‡ÔflÊÂÌËÈ. ä‡Í Ë ‚ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÏ ÒÎÛ˜‡Â, ÔË
‚˚·ÓÂ ÚÂÌÁÓ‡ P ‚ ‚Ë‰Â (2.22) Û‡‚ÌÂÌËÂ ·‡Î‡ÌÒ‡ ÏÓÏÂÌÚ‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ (2.13) fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂÏ
Á‡ÍÓÌ‡ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ËÏÔÛÎ¸Ò‡ (2.11). ì‡‚ÌÂÌËÂ ·‡Î‡ÌÒ‡ ˝ÌÚÓÔËË Ú‡ÍÊÂ ‚˚‚Ó‰ËÚÒfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛
ÚÓÊ‰ÂÒÚ‚‡ ÉË··Ò‡ (2.8) ËÁ Á‡ÍÓÌÓ‚ ÒÓı‡ÌÂÌËfl Ï‡ÒÒ˚, ËÏÔÛÎ¸Ò‡ Ë ˝ÌÂ„ËË.

Ç (2.26) ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚È Ô‡‡ÏÂÚ τ, ËÏÂ˛˘ËÈ ‡ÁÏÂÌÓÒÚ¸ ‚ÂÏÂÌË, Ò˜ËÚ‡ÂÚÒfl Á‡‰‡ÌÌÓÈ
ÙÛÌÍˆËÂÈ ÔÎÓÚÌÓÒÚË Ë ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ˚. ÑÎfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl τ ‚ [9] ·˚Î‡ ÔÂ‰ÎÓÊÂÌ‡ ÙÓÏÛÎ‡

‚ ÍÓÚÓÓÈ ν = η/ρ – ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ÍËÌÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍÓÈ ‚flÁÍÓÒÚË, γ – ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ ‡‰Ë‡·‡Ú˚, cs – ÒÍÓ-
ÓÒÚ¸ Á‚ÛÍ‡, Sc = η/(ρD) – ˜ËÒÎÓ òÏË‰Ú‡. äÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ Ò‡ÏÓ‰ËÙÙÛÁËË ÊË‰ÍÓÒÚË D ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸
ËÁÏÂÂÌ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓ. ÑÎfl „‡ÁÓ‚ ˜ËÒÎÓ òÏË‰Ú‡ ·ÎËÁÍÓ Í Â‰ËÌËˆÂ. èËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ

ÙÓÏÛÎÛ ã‡ÔÎ‡Ò‡  = γp/ρ, ‚˚‡ÊÂÌËÂ ‰Îfl τ ÏÓÊÌÓ ÔÂÓ·‡ÁÓ‚‡Ú¸ Í ‚Ë‰Û τ = η/(pSc). í‡ÍËÏ Ó·-
‡ÁÓÏ, τ ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ ÔÓ ÔÓfl‰ÍÛ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ÒÓ ÒÂ‰ÌËÏ ‚ÂÏÂÌÂÏ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ„Ó ÔÓ·Â„‡ ‡ÚÓÏÓ‚ ‚ „‡ÁÂ.

èÓ‰ÒÚ‡‚Îflfl (2.21)–(2.25) ‚ ÒËÒÚÂÏÛ (2.10)–(2.14), ÔËıÓ‰ËÏ Í ÒËÒÚÂÏÂ Í‚‡ÁË„Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı
Û‡‚ÌÂÌËÈ

(2.27)

(2.28)

(2.29)

ëËÒÚÂÏ‡ (2.27)–(2.29) ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl Á‡ÏÍÌÛÚÓÈ, ÂÒÎË ÂÂ ‰ÓÔÓÎÌËÚ¸ ÙÓÏ‡Î¸Ì˚ÏË ‡Ì‡ÎÓ„‡ÏË Û‡‚-
ÌÂÌËÈ ÒÓÒÚÓflÌËfl (2.1), ‡ Ú‡ÍÊÂ ‚˚‡ÊÂÌËflÏË ‰Îfl ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚÓ‚

(2.30)

ì‡‚ÌÂÌËÂ ·‡Î‡ÌÒ‡ ˝ÌÚÓÔËË (2.14) ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ‚ ‚Ë‰Â

(2.31)

jm ρ u w–( ),=

P Π pI– ρu w⊗+ ΠQ pI ,–= =

A Π u⋅( ) p u w–( )– ρu w u⋅( ),+=

q κ—T ,–=

X κ —T
T

-------- 
 

2 Π  : Π( )
2ηT

-------------------
ρw2

τT
----------.+ +=

w
τ
ρ
--- ρ u —⋅( )u — p ρF–+[ ] ,=

τ γ
Sc
------ ν

cs
2

----,=

cs
2

∂ρ/∂t div ρu( )+ div ρw( ),=

∂ ρu/∂t( ) div ρu u⊗( ) — p+ + ρF divΠ div ρw u⊗( ) ρu w⊗( )+[ ] ,+ +=

t∂
∂ ρ u2

2
----- ε+ 

  div ρu u2

2
----- ε+ 

  pu+ divq  =+ +

=  ρF u w–( ) div Π u⋅( ) div ρw u2

2
----- ε+ 

  pw ρu w u⋅( )+ + .+ +⋅

η Ψ4 ρ T,( ), κ Ψ5 ρ T,( ), τ Ψ6 ρ T,( ).= = =

∂ ρs( )
∂t

-------------- div ρus( )+ div ρws( ) div κ —T
T

-------- 
  κ —T

T
-------- 

 
2

Φ
T
----,+ + +=

5*
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ÖãàáÄêéÇÄ, òÖêÖíéÇ

„‰Â

(2.32)

ÂÒÚ¸ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡fl ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl. éÌÓ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ‚ÍÎ˛˜ÂÌÓ ‚ ÒËÒÚÂÏÛ ‚ÏÂÒÚÓ
Û‡‚ÌÂÌËfl ˝ÌÂ„ËË.

èË τ  0 ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Â ÒÎ‡„‡ÂÏ˚Â ‚ (2.21)–(2.23), (2.25), ÒÓ‰ÂÊ‡˘ËÂ ‚ÂÍÚÓ w, ÒÚÂÏflÚ-
Òfl Í ÌÛÎ˛. èË ˝ÚÓÏ ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËfl (2.21)–(2.25) Â‰ÛˆËÛ˛ÚÒfl Í ‚˚‡ÊÂÌËflÏ (2.15)–(2.19), ‡ ÒËÒ-
ÚÂÏ‡ äÉÑ-Û‡‚ÌÂÌËÈ (2.27)–(2.29), ‚ÍÎ˛˜‡fl Û‡‚ÌÂÌËfl ÒÓÒÚÓflÌËfl, ÔÂÂıÓ‰ËÚ ‚ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÛ˛ ÒË-
ÒÚÂÏÛ Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡. àÁ Ó·˘Ëı ÒÓÓ·‡ÊÂÌËÈ ÂÒÚÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÚ¸, ˜ÚÓ ‚ ˝ÚÓÏ
ÒÎÛ˜‡Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ-‚ÂÏÂÌÌ˚Â ÒÂ‰ÌËÂ ρ  ρNS , u  uNS , T  TNS , „‰Â ̃ ÂÂÁ ρNS, uNS , TNS
Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌ˚ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍËÂ Ï„ÌÓ‚ÂÌÌ˚Â ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÒÂ‰ÌËÂ – ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸, ÒÍÓÓÒÚ¸ Ë ÚÂÏ-
ÔÂ‡ÚÛ‡.

ÇÓÔÓÒ Ó ÔÓÒÚ‡ÌÓ‚ÍÂ „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ ‰Îfl ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌ˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÎÓÊÌ˚Ï,
ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ÓÌ Ò‚flÁ‡Ì Ò ÔÓ·ÎÂÏ‡ÏË ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl, Â‰ËÌÒÚ‚ÂÌÌÓÒÚË, ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË Ë ÙËÁË˜ÂÒÍÓÈ
‡‰ÂÍ‚‡ÚÌÓÒÚË Â¯ÂÌËÈ. èÓ˝ÚÓÏÛ Â„Ó ÒÎÂ‰ÛÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÓÚ‰ÂÎ¸ÌÓ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ ÍÓÌÍÂÚÌÓÈ Á‡-
‰‡˜Â. ëËÒÚÂÏ‡ ‰ËÙÙÂÂÌˆË‡Î¸Ì˚ı Û‡‚ÌÂÌËÈ (2.27)–(2.29) ËÏÂÂÚ ·ÓÎÂÂ ‚˚ÒÓÍËÈ ÔÓfl‰ÓÍ ÔÓ
Ò‡‚ÌÂÌË˛ Ò ÒËÒÚÂÏÓÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ËÁ-Á‡ ÔËÒÛÚÒÚ‚Ëfl ‚ ÌÂÈ ˜ÎÂÌÓ‚, ÒÓ‰ÂÊ‡˘Ëı ˜‡ÒÚÌ˚Â ÔÓ-
ËÁ‚Ó‰Ì˚Â ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ÓÚ ‰‡‚ÎÂÌËfl ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï. èÓ˝ÚÓÏÛ ˜ËÒÎÓ „‡-
ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ ‰Îfl äÉÑ-Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰ÓÎÊÌÓ ·˚Ú¸ ·ÓÎ¸¯Â, ˜ÂÏ ‚ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÓÏ ÒÎÛ˜‡Â. èÛÒÚ¸
‰‚ËÊÂÌËÂ ÊË‰ÍÓÒÚË ÔÓËÒıÓ‰ËÚ ‚ Á‡ÏÍÌÛÚÓÏ ‡‰Ë‡·‡ÚË˜ÂÒÍË ËÁÓÎËÓ‚‡ÌÌÓÏ Ó·˙ÂÏÂ V0, Ó„‡ÌË-
˜ÂÌÌÓÏ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ, „Î‡‰ÍÓÈ Ë ÓËÂÌÚËÓ‚‡ÌÌÓÈ ÔÓÎÂÏ ‚ÌÂ¯ÌËı Â‰ËÌË˜Ì˚ı ÌÓÏ‡ÎÂÈ n ÔÓ-
‚ÂıÌÓÒÚ¸˛ Σ0. íÓ„‰‡ Ì‡ „‡ÌËˆÂ Σ0 ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÓÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl:

(2.33)

èÂ‚ÓÂ ËÁ ÛÒÎÓ‚ËÈ (2.33) ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ, ˜ÚÓ ÊË‰ÍÓÒÚ¸ ÔËÎËÔ‡ÂÚ Í ÒÚÂÌÍ‡Ï ÒÓÒÛ‰‡; ‚ÚÓÓÂ ‚ ÒÓ‚ÓÍÛÔ-
ÌÓÒÚË Ò ÔÂ‚˚Ï Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÂÚ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËÂ ÔÓÚÓÍ‡ Ï‡ÒÒ˚ ˜ÂÂÁ „‡ÌËˆÛ; ÚÂÚ¸Â ÛÒÎÓ‚ËÂ ‚ÎÂ˜ÂÚ ‡-
‚ÂÌÒÚ‚Ó ÌÛÎ˛ Ì‡ Σ0 ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ ÒÓÒÚ‡‚Îfl˛˘ÂÈ ÚÂÔÎÓ‚Ó„Ó ÔÓÚÓÍ‡ q. àÌÚÂ„ËÛfl Û‡‚ÌÂÌËÂ (2.31)
ÔÓ V0 Ë ÔËÌËÏ‡fl ‚Ó ‚ÌËÏ‡ÌËÂ „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl (2.33), ‡ Ú‡ÍÊÂ ÌÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚-
ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËË (2.32), Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ ÔÓÎÌ‡fl ÚÂÏÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍ‡fl ˝ÌÚÓÔËfl ÊË‰ÍÓÒÚË S =

=  ‚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÏ Ó·˙ÂÏÂ ÌÂ ÏÓÊÂÚ Û·˚‚‡Ú¸. ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Ï Ò‚ÓÈÒÚ‚ÓÏ Ó·Î‡‰‡ÂÚ Ë

ÒËÒÚÂÏ‡ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ [28].

èËÌˆËÔ ÑÊÓÛÎfl ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌÓÒÚË ÏÂı‡ÌË˜ÂÒÍÓÈ ‡·ÓÚ˚ Ë ÚÂÔÎÓÚ˚ ‰Îfl ‡‰Ë‡·‡ÚË˜ÂÒÍË ËÁÓ-
ÎËÓ‚‡ÌÌÓ„Ó Ó·˙ÂÏ‡ Ò ÔÓ‰‚ËÊÌ˚ÏË ÊÂÒÚÍËÏË ÒÚÂÌÍ‡ÏË ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ Í‡Í ÔflÏÓÂ ÒÎÂ‰-
ÒÚ‚ËÂ Í‚‡ÁË„Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ. àÁ‚ÂÒÚÌ‡fl ·‡ÓÏÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ÙÓÏÛÎ‡ Ú‡ÍÊÂ fl‚ÎflÂÚ-
Òfl ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂÏ ÒËÒÚÂÏ˚ (2.27)–(2.29).

Ç [8] ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÔË·ÎËÊÂÌËÂÏ Î‡ÏËÌ‡ÌÓ„Ó ÔÓ„‡ÌË˜ÌÓ„Ó ÒÎÓfl ‰Îfl Í‚‡ÁË„Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏË˜Â-
ÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ fl‚ÎflÂÚÒfl ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ è‡Ì‰ÚÎfl [25]. Ç ÒÎÛ˜‡Â ÛÒÚ‡ÌÓ‚Ë‚-
¯ËıÒfl ÚÂ˜ÂÌËÈ ‰Ë‚Â„ÂÌÚÌ˚Â ˜ÎÂÌ˚ ‚ äÉÑ-Û‡‚ÌÂÌËflı ËÏÂ˛Ú ÙÓÏ‡Î¸Ì˚Â ÔÓfl‰ÍË Ï‡ÎÓÒÚË
O(τ2) ÔË τ  0. é‰Ì‡ÍÓ ‰Îfl ÌÂÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı ‰‚ËÊÂÌËÈ ÊË‰ÍÓÒÚË ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ˜ÎÂÌ˚ ÛÊÂ ËÏÂ˛Ú
ÔÓfl‰ÓÍ O(τ) Ë Ëı ‚ÎËflÌËÂ ÏÓÊÂÚ ÓÍ‡Á‡Ú¸Òfl ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï.

Ç Á‡ÍÎ˛˜ÂÌËÂ ÓÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ Ï‡Î˚Â ‰Ë‚Â„ÂÌÚÌ˚Â ‰Ó·‡‚ÍË, ÓÚÎË˜‡˛˘ËÂ äÉÑ-Û‡‚ÌÂÌËfl ÓÚ
Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡, Ë„‡˛Ú ÓÎ¸ Â„ÛÎflËÁ‡ÚÓÓ‚, Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡˛˘Ëı ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÒÚ¸ ‡Á-
ÌÓÒÚÌ˚ı ‡Î„ÓËÚÏÓ‚, ̃ ÚÓ ÔÓ‰Ú‚ÂÊ‰ÂÌÓ ÏÌÓ„Ó˜ËÒÎÂÌÌ˚ÏË ‡Ò˜ÂÚ‡ÏË ÒÎÓÊÌ˚ı Á‡‰‡˜ Ó ÚÂ˜ÂÌËflı
„‡Á‡ Ë ÊË‰ÍÓÒÚË.

3. ëàëíÖåÄ äÇÄáàÉÄáéÑàçÄåàóÖëäàï ìêÄÇçÖçàâ

ìÍ‡Á‡ÌÌ‡fl ‚ Ì‡Á‚‡ÌËË ‡Á‰ÂÎ‡ ÒËÒÚÂÏ‡ ·˚Î‡ ÔÓÎÛ˜ÂÌ‡ ‚ ‡·ÓÚ‡ı [1], [2] Ë ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(3.1)

(3.2)

Φ Π  : Π( )
2η

------------------- ρw2

τ
----------+=

u Σ0
0, w n⋅( ) Σ0

0, ∂T /∂n Σ0
0.= = =

ρs( ) xd
V0∫

∂ρ/∂t div ρu( )+ divτ div ρu u⊗( ) — p+[ ] ,=

∂ ρu( )/∂t div ρu u⊗( ) — p  =+ +

=  divτ div ρu u u⊗ ⊗( ) — pu⊗( ) — pu⊗( )Ú+ +[ ] —τ div ρu( )[ ] ,+
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(3.3)

ëËÒÚÂÏ‡ Á‡Ï˚Í‡ÂÚÒfl Û‡‚ÌÂÌËflÏË ÒÓÒÚÓflÌËfl Ë‰Â‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÓÎËÚÓÔÌÓ„Ó „‡Á‡

(3.4)

„‰Â R – „‡ÁÓ‚‡fl ÔÓÒÚÓflÌÌ‡fl, cv – Û‰ÂÎ¸Ì‡fl ÚÂÔÎÓÂÏÍÓÒÚ¸ ÔË ÔÓÒÚÓflÌÌÓÏ Ó·˙ÂÏÂ.
èË ‚˚‚Ó‰Â (3.1)–(3.3) ‡‚ÚÓ˚ ËÒıÓ‰ËÎË ËÁ ËÁ‚ÂÒÚÌÓÈ ÙÂÌÓÏÂÌÓÎÓ„Ë˜ÂÒÍÓÈ ÏÓ‰ÂÎË ·ÂÒÒÚÓÎÍ-

ÌÓ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ‡ÁÎÂÚ‡ ÏÓÎÂÍÛÎ ‚ „‡ÁÂ Ò ÔÓÒÎÂ‰Û˛˘ÂÈ Ï„ÌÓ‚ÂÌÌÓÈ Ï‡ÍÒ‚ÂÎÎËÁ‡ˆËÂÈ, ÍÓÚÓ‡fl ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Î‡Ò¸ ‚ fl‰Â ‡·ÓÚ ‰Îfl ÔÓÒÚÓÂÌËfl ˜ËÒÎÂÌÌ˚ı ÏÂÚÓ‰Ó‚ „Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏËÍË [1]–[7].

ä‚‡ÁË„‡ÁÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ [29] ÏÓÏÂÌÚÌ˚Ï ÓÒÂ‰ÌÂÌËÂÏ Ò ÒÛÏ-
Ï‡ÚÓÌ˚ÏË ËÌ‚‡Ë‡ÌÚ‡ÏË 1, v Ë v2/2 ÏÓ‰ÂÎ¸ÌÓ„Ó ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl ‚Ë‰‡

(3.5)

„‰Â f = f(x, v, t) – Ó‰ÌÓ˜‡ÒÚË˜Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl, f (0) – ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ-‡‚ÌÓ‚ÂÒÌ‡fl Ï‡ÍÒ‚ÂÎÎÓ‚-
ÒÍ‡fl ÙÛÌÍˆËfl Ò Ï‡ÍÓÔ‡‡ÏÂÚ‡ÏË, ÓÔÂ‰ÂÎflÂÏ˚ÏË ÙÛÌÍˆËÂÈ f. è‡‡ÏÂÚ τ ‚ Ô‡‚ÓÈ ˜‡ÒÚË (3.5)
ËÌÚÂÔÂÚËÛÂÚÒfl Í‡Í ı‡‡ÍÚÂÌÓÂ ‚ÂÏfl ÂÎ‡ÍÒ‡ˆËË ÏÓÎÂÍÛÎ Í ÎÓÍ‡Î¸ÌÓ-‡‚ÌÓ‚ÂÒÌÓÏÛ ‡Ò-
ÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ Ë ÒÓ‚Ô‡‰‡ÂÚ ÔÓ ÔÓfl‰ÍÛ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ÒÓ ÒÂ‰ÌËÏ ‚ÂÏÂÌÂÏ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ„Ó ÔÓ·Â„‡ ÏÓÎÂ-
ÍÛÎ ‚ „‡ÁÂ. å‡ÍÓÔ‡‡ÏÂÚ˚, ‚ıÓ‰fl˘ËÂ ‚ ÙÓÏÛÎÛ ‰Îfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl τ, Ú‡ÍÊÂ fl‚Îfl˛ÚÒfl Í‚‡‰‡ÚÛ-
‡ÏË ÓÚ f.

Ç [9] ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ ÂÒÎË „‡Á fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓ‡ÚÓÏÌ˚Ï (γ = 5/3), Ë‰Â‡Î¸Ì˚Ï Ë ÔÓÎËÚÓÔÌ˚Ï, ‡
‚ÌÂ¯Ìflfl ÒËÎ‡ F ÔÂÌÂ·ÂÊËÏÓ Ï‡Î‡, ÚÓ Û‡‚ÌÂÌËfl (3.1)–(3.3) ÏÓ„ÛÚ ·˚Ú¸ ÔÓÎÛ˜ÂÌ˚ ËÁ ËÌÚÂ„‡Î¸-
Ì˚ı Á‡ÍÓÌÓ‚ ÒÓı‡ÌÂÌËfl (2.3)–(2.7) Ë ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ‚ ‚Ë‰Â (2.10)–(2.12) ÔË ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ‚˚·ÓÂ
‚ÂÎË˜ËÌ jm, P, A, q, X:

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

„‰Â

(3.11)

èË ˝ÚÓÏ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ‚flÁÍÓÒÚË η Ë ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ÚÂÔÎÓÔÓ‚Ó‰ÌÓÒÚË κ ‚˚˜ËÒÎfl-
˛ÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï η = pτ, κ = cppτ. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ ËÏÂÌÌÓ Ú‡ÍËÂ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ‚ÂÎË˜ËÌ η Ë κ ÔÓÎÛ˜‡-
˛ÚÒfl ÔË ‚˚‚Ó‰Â ÒËÒÚÂÏ˚ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ËÁ ËÁ‚ÂÒÚÌÓ„Ó ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó Û‡‚ÌÂÌËfl Åı‡ÚÌ‡„‡‡–
ÉÓÒÒ‡–äÛÍ‡ [26].

ÇÓÁÏÓÊÌÓ ÙÓÏ‡Î¸ÌÓÂ Ó·Ó·˘ÂÌËÂ ÒËÒÚÂÏ˚ (3.1)–(3.3) Ì‡ ÏÌÓ„Ó‡ÚÓÏÌ˚È „‡Á, ‡ Ú‡ÍÊÂ Ì‡ ÒÎÛ-
˜‡È ÔÓËÁ‚ÓÎ¸Ì˚ı ˜ËÒÂÎ è‡Ì‰ÚÎfl. ÑÎfl ˝ÚÓ„Ó ‚ ‚˚‡ÊÂÌËflı (3.6)–(3.11) ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ-
‚‡Ú¸ ËÒÚËÌÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎfl ‡‰Ë‡·‡Ú˚ γ Ë ÓÔÂ‰ÂÎËÚ¸ ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ˚ η Ë κ Í‡Í η = pτ,
κ = cppτ/Pr. Ç (2.20) ÒÎÂ‰ÛÂÚ Ú‡ÍÊÂ Û˜ÂÒÚ¸ ‚ÎËflÌËÂ ˜ÎÂÌÓ‚, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı Ó·˙ÂÏÌÓÈ ‚flÁÍÓÒÚË.

àÒÔÓÎ¸ÁÛfl (3.6)–(3.11), ÏÓÊÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ú¸, ˜ÚÓ Á‡ÍÓÌ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ÏÓÏÂÌÚ‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡ fl‚ÎflÂÚÒfl
ÒÎÂ‰ÒÚ‚ËÂÏ Û‡‚ÌÂÌËfl ·‡Î‡ÌÒ‡ ËÏÔÛÎ¸Ò‡. ì‡‚ÌÂÌËÂ ·‡Î‡ÌÒ‡ ˝ÌÚÓÔËË Ú‡ÍÊÂ ‚˚‚Ó‰ËÚÒfl ËÁ ÒËÒ-
ÚÂÏ˚ (3.1)–(3.3) (ÒÏ. [9]). éÚÏÂÚËÏ, ̃ ÚÓ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ Ó· Ë‰Â‡Î¸ÌÓÒÚË Ë ÔÓÎËÚÓÔÌÓÒÚË „‡Á‡ ÔË
‰‡ÌÌÓÏ ‚˚‚Ó‰Â fl‚ÎflÂÚÒfl ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï.

t∂
∂ ρ u2

2
----- ε+ 

  div ρu u2

2
----- ε+ 

  pu+  =+

=  divτ div ρ u2

2
----- ε 2

p
ρ
---+ + 

  u u⊗ — p
u2

2
----- ε p

ρ
---+ + 

 +
 
 
 

.

p ρRT , ε cv T ,= =

∂f
∂t
----- v —⋅( ) f 0( )+ v —⋅( )τ v —⋅( ) f 0( ) f 0( ) f–

τ
-----------------,+=

jm ρ u w–( ),=

P Π pI τu ρ u —⋅( )u — p+[ ] τ I u —⋅( ) p γpdivu+[ ] ,+⊗+–=

A Π u⋅( ) p u w–( ) τu ρ u —⋅( )
u2

2
----- 

  u —⋅( )p+ τu u —⋅( )p γpdivu+[ ] ,+ +–=

q κ—T τρTu u —⋅( )s,––=

X κ —T
T

-------- 
 

2 Π  : Π( )
2ηT( )

-------------------
pτ

ρ2T
--------- div ρu( )[ ] 2 τ

ρT
------- ρ u —⋅( )u — p+[ ] 2 τ

ρεT
---------- ρ u —⋅( )ε pdivu+[ ] 2,+ + + +=

w
τ
ρ
--- div ρu u⊗( ) — p+[ ] .=
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Ç ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Í‚‡ÁË„‡ÁÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ÓÚ Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–
ëÚÓÍÒ‡ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ‰Ë‚Â„ÂÌÚÌ˚ÏË ˜ÎÂÌ‡ÏË, ËÏÂ˛˘ËÏË ÙÓÏ‡Î¸Ì˚Â ÔÓfl‰ÍË O(τ2) ÔË
τ  0, ËÎË, ‚ ·ÂÁ‡ÁÏÂÌÓÏ ‚Ë‰Â, O(Kn2) ÔË Kn  0 (ÒÏ. [10]). èË·ÎËÊÂÌËÂÏ Î‡ÏËÌ‡ÌÓ„Ó
ÔÓ„‡ÌË˜ÌÓ„Ó ÒÎÓfl ‰Îfl ‰‡ÌÌÓÈ äÉÑ-ÒËÒÚÂÏ˚ ÒÎÛÊËÚ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂÏ‡ Û‡‚ÌÂÌËÈ è‡Ì‰ÚÎfl.
Ç [11] ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËÈ (3.1)–(3.3) ËÁÛ˜ÂÌ˚ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ Â¯ÂÌËÈ ÚËÔ‡ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚.
Ç ÔÂ‰ÂÎ¸ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â κ = 0, η ≠ 0 ‰ÓÍ‡Á‡ÌÓ ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ Ó ÒÚÓ„ÓÏ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÌËË ̋ ÌÚÓÔËË Ì‡ Û‰‡-
ÌÓÈ ‚ÓÎÌÂ Ò ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÔÓËÁ‚Ó‰ÌÓÈ.

4. äÉÑ-åéÑÖãú íÖóÖçàâ Çüáäéâ çÖëÜàåÄÖåéâ ÜàÑäéëíà

èË ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËË ÍÓÌ‚ÂÍÚË‚Ì˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ ÊË‰ÍÓÒÚË, Ì‡ıÓ‰fl˘ÂÈÒfl ‚ Ó‰ÌÓÓ‰ÌÓÏ ÔÓÎÂ
ÚflÊÂÒÚË, ¯ËÓÍÓ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl ÛÔÓ˘ÂÌÌ‡fl ÙÓÏ‡ ÒËÒÚÂÏ˚ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡, ÔÂ‰ÎÓÊÂÌÌ‡fl ÅÛÒ-
ÒËÌÂÒÍÓÏ [28], [30]. ëÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÂ ÔË·ÎËÊÂÌËÂ ‰Îfl Í‚‡ÁË„Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ ·˚-
ÎÓ ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ ‚ [9] Ë ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(4.1)

(4.2)

(4.3)

èË ˝ÚÓÏ ‚ÂÍÚÓ w ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ‚˚‡ÊÂÌËfl

Ç Á‡ÔËÒË ÒËÒÚÂÏ˚ (4.1)–(4.3) ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ì˚ ÒÚ‡Ì‰‡ÚÌ˚Â Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl: ρ = const > 0 – ÒÂ‰ÌÂÂ ÁÌ‡-
˜ÂÌËÂ ÔÎÓÚÌÓÒÚË, u = u(x, t) – ‚ÂÍÚÓ „Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÒÍÓÓÒÚË, p = p(x, t) – ‰‡‚ÎÂÌËÂ, ÓÚÒ˜Ë-
Ú˚‚‡ÂÏÓÂ ÓÚ „Ë‰ÓÒÚ‡ÚË˜ÂÒÍÓ„Ó, T = T(x, t) – ÓÚÍÎÓÌÂÌËÂ ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ˚ ÓÚ ÂÂ ÒÂ‰ÌÂ„Ó ÁÌ‡˜ÂÌËfl
T0 = const > 0. ÇÂÎË˜ËÌ‡ ρu ËÌÚÂÔÂÚËÛÂÚÒfl Í‡Í ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ-‚ÂÏÂÌÌÓÈ ÒÂ‰ÌËÈ ËÏÔÛÎ¸Ò
Â‰ËÌËˆ˚ Ó·˙ÂÏ‡ ÊË‰ÍÓÒÚË. á‰ÂÒ¸ ‚ÂÍÚÓ g – ÛÒÍÓÂÌËÂ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ„Ó Ô‡‰ÂÌËfl, Π = η[(— ⊗  u) +
+ (— ⊗  u)Ú] – Ì‡‚¸Â-ÒÚÓÍÒÓ‚ÒÍËÈ ÚÂÌÁÓ ‚flÁÍËı Ì‡ÔflÊÂÌËÈ ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚË.
Ç Û‡‚ÌÂÌËflı (4.1)–(4.3) ÚÂÏÔÂ‡ÚÛÌ˚È ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ‡Ò¯ËÂÌËfl ÊË‰ÍÓÒÚË β, ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ
ÚÂÏÔÂ‡ÚÛÓÔÓ‚Ó‰ÌÓÒÚË χ, ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ‚flÁÍÓÒÚË η Ë ı‡‡ÍÚÂÌÓÂ ‚ÂÏfl τ Ò˜Ë-
Ú‡˛ÚÒfl ÔÓÎÓÊËÚÂÎ¸Ì˚ÏË ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË. óÎÂÌ Ò ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚ÌÓÈ ÙÛÌÍˆËÂÈ ‚ (4.3) ÓÔÛ˘ÂÌ.

èË τ  0 ÒËÒÚÂÏ‡ (4.1)–(4.3) ÔÂÂıÓ‰ËÚ ‚ ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍÛ˛ ÒËÒÚÂÏÛ ÅÛÒÒËÌÂÒÍ‡ ‰Îfl ÏÓ‰ÂÎËÓ-
‚‡ÌËfl Á‡‰‡˜ ÚÂÔÎÓ‚ÓÈ ÍÓÌ‚ÂÍˆËË. Ç ‡·ÓÚ‡ı [9], [12] ‰Îfl Û‡‚ÌÂÌËÈ (4.1)–(4.3) ÔÓÒÚÓÂÌ˚ ÚÓ˜Ì˚Â
Â¯ÂÌËfl, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ËÂ ÍÓÌ‚ÂÍˆË˛ ÊË‰ÍÓÒÚË ‚ ÔÎÓÒÍÓÏ ‚ÂÚËÍ‡Î¸ÌÓÏ Ë ÔÎÓÒÍÓÏ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸-
ÌÓÏ ÒÎÓflı.

Ç‡Ë‡ÌÚ ÒËÒÚÂÏ˚ (4.1)–(4.3) ‰Îfl ËÁÓÚÂÏË˜ÂÒÍÓ„Ó ÚÂ˜ÂÌËfl ‚flÁÍÓÈ ÊË‰ÍÓÒÚË ·˚Î ‚ÔÂ‚˚Â ÔÓ-
ÒÚÛÎËÓ‚‡Ì ‚ [13]. í‡Ï ÊÂ ‰Îfl ˝ÚÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl ÔÓÎÛ˜ÂÌÓ Û‡‚ÌÂÌËÂ ·‡Î‡ÌÒ‡ ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ˝ÌÂ„ËË
‚Ë‰‡

(4.4)

çÂÓÚËˆ‡ÚÂÎ¸Ì‡fl ‰ËÒÒËÔ‡ÚË‚Ì‡fl ÙÛÌÍˆËfl Φ ‚˚˜ËÒÎflÂÚÒfl Ú‡Í:

àÌÚÂ„ËÛfl (4.4) ÔÓ Ó„‡ÌË˜ÂÌÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË V0 Ò Û˜ÂÚÓÏ „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ

Á‡ÍÎ˛˜‡ÂÏ, ˜ÚÓ ÔÓÎÌ‡fl ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍ‡fl ˝ÌÂ„Ëfl ÊË‰ÍÓÒÚË E =  Û·˚‚‡ÂÚ Ò ÚÂ˜ÂÌËÂÏ

‚ÂÏÂÌË. ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì‡fl ÚÂÓÂÏ‡ Ó ‰ËÒÒËÔ‡ˆËË ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ˝ÌÂ„ËË ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚‡ Ë ‰Îfl ÒËÒÚÂÏ˚
ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ [28].

ÑÎfl ÛÍ‡Á‡ÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ‚ [13] ÔÓÒÚÓÂÌ˚ ÚÓ˜Ì˚Â Â¯ÂÌËfl, ÓÔËÒ˚‚‡˛˘ËÂ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Â Î‡ÏË-
Ì‡Ì˚Â ÚÂ˜ÂÌËfl èÛ‡ÁÂÈÎfl ‚ ÚÛ·Â Ë ‚ ÔÎÓÒÍÓÏ Í‡Ì‡ÎÂ, ÚÂ˜ÂÌËfl äÛ˝ÚÚ‡ ÏÂÊ‰Û ‰‚ÛÏfl ÔÎÓÒÍËÏË
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ÔÎ‡ÒÚËÌ‡ÏË Ë ‰‚ÛÏfl ‚‡˘‡˛˘ËÏËÒfl Ò ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË Û„ÎÓ‚˚ÏË ÒÍÓÓÒÚflÏË ÒÓÓÒÌ˚ÏË ˆËÎËÌ‰‡-
ÏË.

Ç [31], [12] ÔÓÍ‡Á‡Ì‡ ‚ÓÁÏÓÊÌÓÒÚ¸ ÔÓÒÚÓÂÌËfl Í‚‡ÁËÏ‡„ÌËÚÓ„Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı (äåÉÑ) ÏÓ-
‰ÂÎÂÈ ÚÂ˜ÂÌËÈ ‚flÁÍËı ˝ÎÂÍÚÓÔÓ‚Ó‰Ì˚ı ÒÂ‰ (Í‡Í ÒÊËÏ‡ÂÏ˚ı, Ú‡Í Ë ÌÂÒÊËÏ‡ÂÏ˚ı) ÔÛÚÂÏ Ó·˙-
Â‰ËÌÂÌËfl Í‚‡ÁË„Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ Ò Û‡‚ÌÂÌËflÏË ˝ÎÂÍÚÓ‰ËÌ‡ÏËÍË å‡ÍÒ‚ÂÎÎ‡. èÓ-
ÒÚÓÂÌ˚ ÚÓ˜Ì˚Â Â¯ÂÌËfl äåÉÑ-ÒËÒÚÂÏ ‰Îfl ‡Ì‡ÎÓ„Ó‚ Á‡‰‡˜ É‡ÚÏ‡Ì‡ Ë ÉÂ¯ÛÌË–ÜÛıÓ‚ËˆÍÓ„Ó.

5. åéÑÖãàêéÇÄçàÖ íÖóÖçàâ ÇüáäéÉé ëÜàåÄÖåéÉé ÉÄáÄ 
çÄ éëçéÇÖ äÇÄáàÉÄáéÑàçÄåàóÖëäàï ìêÄÇçÖçàâ

óËÒÎÂÌÌÓÂ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ Ò‚ÂıÁ‚ÛÍÓ‚˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ „‡Á‡ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÒËÒÚÂÏ˚ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ÒÓ-
ÔflÊÂÌÓ Ò ËÁ‚ÂÒÚÌ˚ÏË ÚÛ‰ÌÓÒÚflÏË. é‰Ì‡ ËÁ ÌËı Ò‚flÁ‡Ì‡ Ò ÔÓ·ÎÂÏÓÈ ÔÓÒÚÓÂÌËfl ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚ı
ÒÂÚÓ˜Ì˚ı Â„ÛÎflËÁ‡ÚÓÓ‚, Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡˛˘Ëı ‡‰ÂÍ‚‡ÚÌÓÒÚ¸ ‡ÁÌÓÒÚÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl Ë ÛÒÚÓÈ˜Ë-
‚ÓÒÚ¸ ‚˚˜ËÒÎÂÌËÈ. ÑÎfl Í‚‡ÁË„‡ÁÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ ˝Ú‡ ÔÓ·ÎÂÏ‡ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ Â¯ÂÌ‡
ÔÓÒÚ˚Ï Ë ˝ÙÙÂÍÚË‚Ì˚Ï ÒÔÓÒÓ·ÓÏ. êÂ„ÛÎflËÁ‡ÚÓ˚ ÒÚÓflÚÒfl Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ‰Ë‚Â-
„ÂÌÚÌ˚ı ˜ÎÂÌÓ‚ Ë ÔÓÁ‚ÓÎfl˛Ú ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËË ‚ÚÓÓ„Ó ÔÓfl‰Í‡ ÚÓ˜ÌÓÒÚË ‰Îfl ‚ÒÂı
ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚ı ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï.

ÑÎfl ÔÎÓÒÍËı ËÎË ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÓÒÂÒËÏÏÂÚË˜Ì˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ Í‚‡ÁË„‡ÁÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍ‡fl ÒËÒÚÂ-
Ï‡ (3.1)–(3.3) ËÏÂÂÚ ‚Ë‰

(5.1)

(5.2)

(5.3)

(5.4)

è‡‡ÏÂÚ k ‡‚ÂÌ ÌÛÎ˛ ‚ ÔÎÓÒÍÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ë Â‰ËÌËˆÂ ‚ ÓÒÂÒËÏÏÂÚË˜ÂÒÍÓÏ. ëËÒÚÂÏ‡ Á‡Ï˚Í‡ÂÚÒfl
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ÖãàáÄêéÇÄ, òÖêÖíéÇ

Û‡‚ÌÂÌËflÏË

(5.5)

Ç ÙÓÏÛÎÂ ‰Îfl τ ˜ËÒÎÓ òÏË‰Ú‡ Sc ÔÓÎÓÊÂÌÓ ‡‚Ì˚Ï Â‰ËÌËˆÂ. ä ÒËÒÚÂÏÂ (5.1)–(5.5) Ú‡ÍÊÂ ÒÎÂ‰Û-
ÂÚ ‰Ó·‡‚ËÚ¸ Ì‡˜‡Î¸Ì˚Â Ë „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl.

ÑÎfl ÌÓÏ‡Î¸ÌÓÈ Ë Ú‡Ì„ÂÌˆË‡Î¸ÌÓÈ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ ÒÍÓÓÒÚË un Ë ut Ì‡ Ú‚Â‰ÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË Σ Á‡‰‡-
‚‡ÎËÒ¸ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÌÂÔÓÚÂÍ‡ÌËfl Ë ÒÍÓÎ¸ÊÂÌËfl ‚ ‚Ë‰Â

ëÚ‡‚ËÎÓÒ¸ Ú‡ÍÊÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ ÚÂÏÔÂ‡ÚÛÌÓ„Ó ÒÍ‡˜Í‡

„‰Â Tw – ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ‡ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ÚÂÎ‡. ÑÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸ÌÓÂ „‡ÌË˜ÌÓÂ ÛÒÎÓ‚ËÂ ‰Îfl ‰‡‚ÎÂÌËfl ‚ ÒÎÛ-
˜‡Â ÔÎÓÒÍÓÈ ÔÓ‚ÂıÌÓÒÚË ËÏÂÎÓ ‚Ë‰

Ë Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡ÎÓ ÓÚÒÛÚÒÚ‚ËÂ ÔÓÚÓÍ‡ Ï‡ÒÒ˚ ˜ÂÂÁ „‡ÌËˆÛ. äÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ ‚flÁÍÓÒÚË η ‚˚˜ËÒÎflÎÒfl
ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

(5.6)

„‰Â η1 – Ú‡·ÎË˜ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ̋ ÚÓ„Ó ÍÓ˝ÙÙËˆËÂÌÚ‡ ÔË ÚÂÏÔÂ‡ÚÛÂ T1, ω = 0.5. ë‚flÁ¸ η ÒÓ ÒÂ‰ÌÂÈ
‰ÎËÌÓÈ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ„Ó ÔÓ·Â„‡ ÏÓÎÂÍÛÎ λ ÓÔÂ‰ÂÎflÎ‡Ò¸ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ‚˚‡ÊÂÌËfl

(5.7)

ÑÎfl ̃ ËÒÎÂÌÌÓ„Ó Â¯ÂÌËfl ‚˚ÔËÒ‡ÌÌÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ Û‡‚ÌÂÌËÈ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎÒfl ÏÂÚÓ‰ ÍÓÌÂ˜Ì˚ı ‡Á-
ÌÓÒÚÂÈ, fl‚Ì˚È ÔÓ ‚ÂÏÂÌË. èÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ‡ÔÔÓÍÒËÏËÓ‚‡ÎËÒ¸ ̂ ÂÌÚ‡Î¸Ì˚ÏË
‡ÁÌÓÒÚflÏË, ‡ ÔÓËÁ‚Ó‰Ì˚Â ÔÓ ‚ÂÏÂÌË – ‡ÁÌÓÒÚflÏË ‚ÔÂÂ‰ Ò ÔÂ‚˚Ï ÔÓfl‰ÍÓÏ. ÇÒÂ ÌÂÓ·ıÓ‰Ë-
Ï˚Â ‚ÂÎË˜ËÌ˚ ‚˚˜ËÒÎflÎËÒ¸ ‚ ÛÁÎ‡ı ‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ÒÂÚÍË. èË ·ÓÎ¸¯Ëı ÒÍÓÓÒÚflı ÚÂ˜ÂÌËfl ‰Îfl ÛÎÛ˜-
¯ÂÌËfl ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸ÌÓÈ ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ‚ fl‰Â ÒÎ‡„‡ÂÏ˚ı, ÌÂ ÒÓ‰ÂÊ‡˘Ëı ÒÏÂ¯‡ÌÌ˚Â ÔÓËÁ‚Ó‰-
Ì˚Â ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï, Ô‡‡ÏÂÚ τ Á‡ÏÂÌflÎÒfl ‚ÂÎË˜ËÌÓÈ τ + αh/cs , „‰Â h – ¯‡„
ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÒÂÚÍË, 0 < α < 1. ÇÓ ‚ÒÂı ‡Ò˜ÂÚ‡ı ÔÓ‚Ó‰ËÎÓÒ¸ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË Ë ÚÓ˜-
ÌÓÒÚË ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ÔË ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËË ¯‡„‡ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓÈ ÒÂÚÍË.

Ç [15] Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÒËÒÚÂÏ˚ (5.1)–(5.5) ·˚ÎÓ ‡ÒÒ˜ËÚ‡ÌÓ ÔÎÓÒÍÓÂ ÚÂ˜ÂÌËÂ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÔÓÎÛ·ÂÒ-
ÍÓÌÂ˜ÌÓÈ ÚÓÌÍÓÈ ÔÎ‡ÒÚËÌ˚, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÓÈ Ô‡‡ÎÎÂÎ¸ÌÓ Ì‡·Â„‡˛˘ÂÏÛ Ò‚ÂıÁ‚ÛÍÓ‚ÓÏÛ ÔÓÚÓÍÛ.
óËÒÎ‡ å‡ı‡ M ËÁÏÂÌflÎËÒ¸ ‚ ÔÂ‰ÂÎ‡ı ÓÚ 1.5 ‰Ó 20. ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎÒfl Ó‰ÌÓ‡ÚÓÏÌ˚È „‡Á Ú‚Â‰˚ı ̄ ‡-
Ó‚ Ò ˜ËÒÎÓÏ Pr = 2/3 Ë ÔÓÍ‡Á‡ÚÂÎÂÏ ‡‰Ë‡·‡Ú˚ γ = 5/3.

Ç [32] ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËfl Ò‚ÂıÁ‚ÛÍÓ‚˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ „‡Á‡ ‚ ÓÍÂÒÚÌÓÒÚË ÚÓÌ-
ÍÓ„Ó ‰ËÒÍ‡, ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌÓ„Ó ÔÂÔÂÌ‰ËÍÛÎflÌÓ Ì‡·Â„‡˛˘ÂÏÛ Ò‚ÂıÁ‚ÛÍÓ‚ÓÏÛ ÔÓÚÓÍÛ. ë‡‚ÌÂÌËÂ
Ò ‰‡ÌÌ˚ÏË, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ÏË Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â Â¯ÂÌËÈ Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡, ‡ Ú‡ÍÊÂ Ò ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ÏË
ÔflÏÓ„Ó ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËfl ÏÂÚÓ‰ÓÏ åÓÌÚÂ-ä‡ÎÓ ‚ ‡ÏÍ‡ı ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ ÏÓ‰ÂÎË (Â-
ÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ÏË èååä) ÔÓÍ‡Á‡ÎÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌÌ˚Â ÔÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚‡ äÉÑ-Û‡‚ÌÂÌËÈ.

àÁÎÓÊËÏ ·ÓÎÂÂ ÔÓ‰Ó·ÌÓ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‡Ò˜ÂÚÓ‚ Á‡‰‡˜Ë Ó ÒÚÛÍÚÛÂ ÌÂÔÓ‰‚ËÊÌÓÈ Û‰‡ÌÓÈ
‚ÓÎÌ˚ ‚ Ó‰ÌÓ‡ÚÓÏÌÓÏ Ë‰Â‡Î¸ÌÓÏ ÔÓÎËÚÓÔÌÓÏ „‡ÁÂ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â Í‚‡ÁË„‡ÁÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂ-
ÌËÈ. àÁ‚ÂÒÚÌÓ, ̃ ÚÓ ÔË ̃ ËÒÎ‡ı å‡ı‡ M Ì‡·Â„‡˛˘Â„Ó Ò‚ÂıÁ‚ÛÍÓ‚Ó„Ó ÔÓÚÓÍ‡ ËÁ ÔÓÏÂÊÛÚÍ‡ (1, 2)
ÔÓÙËÎË „‡ÁÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı Ô‡‡ÏÂÚÓ‚, ‡ÒÒ˜ËÚ‡ÌÌ˚Â Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÏÓ‰ÂÎË ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡, ıÓÓ-
¯Ó ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú Ì‡·Î˛‰‡ÂÏ˚Ï ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓ. é‰Ì‡ÍÓ ÔË M @ 2 ËÏÂÂÚÒfl Á‡ÏÂÚÌÓÂ ‡Ò-
ıÓÊ‰ÂÌËÂ [26]. Ç ‡ÏÍ‡ı ‰ÓÓ„ÓÒÚÓfl˘Â„Ó ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓ„Ó ÔÓ‰ıÓ‰‡ ÒÚÛÍÚÛ‡ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ÓÔË-
Ò˚‚‡ÂÚÒfl ‚ÔÓÎÌÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓËÚÂÎ¸ÌÓ ‚ ¯ËÓÍÓÏ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ ˜ËÒÂÎ å‡ı‡.

ë‚ÓÈÒÚ‚‡ Û‰‡ÌÓ-‚ÓÎÌÓ‚˚ı Â¯ÂÌËÈ Í‚‡ÁË„‡ÁÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı Û‡‚ÌÂÌËÈ ·˚ÎË ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡Ì˚
ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍË ‚ [11]. Ç [14], [32] ‰Îfl ‡Ò˜ÂÚ‡ ˝ÚËı Â¯ÂÌËÈ ·˚Î ÔËÏÂÌÂÌ fl‚Ì˚È ÛÒÎÓ‚ÌÓ-ÛÒÚÓÈ-
˜Ë‚˚È ‡Î„ÓËÚÏ. èË ˝ÚÓÏ ‚ ÒËÒÚÂÏÂ (5.1)–(5.5), Á‡ÔËÒ‡ÌÌÓÈ ‰Îfl Ó‰ÌÓÏÂÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl, ‚ÒÂ ÔÓËÁ-
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‚Ó‰Ì˚Â ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÔÂÂÏÂÌÌ˚Ï ‡ÔÔÓÍÒËÏËÓ‚‡ÎËÒ¸ ÒÓ ‚ÚÓ˚Ï ÔÓfl‰ÍÓÏ ÚÓ˜ÌÓÒÚË
·ÂÁ ‚‚Â‰ÂÌËfl ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı Â„ÛÎflËÁ‡ÚÓÓ‚. óËÒÎ‡ å‡ı‡ M ÔÓÎ‡„‡ÎËÒ¸ ‡‚Ì˚ÏË 2, 5 Ë 10.
Ç ÙÓÏÛÎ‡ı (5.6), (5.7) Ô‡‡ÏÂÚ ω ÔËÌËÏ‡Î ÁÌ‡˜ÂÌËfl 0.5 („‡Á Ú‚Â‰˚ı ¯‡Ó‚) Ë 1 („‡Á Ï‡ÍÒ‚ÂÎ-
ÎÓ‚ÒÍËı ÏÓÎÂÍÛÎ).

ÑÎfl M = 2 ÏÓ‰ÂÎË äÉÑ (¯ÚËıÔÛÌÍÚËÌ˚Â ÍË‚˚Â Ì‡ „‡ÙËÍ‡ı) Ë ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ (¯ÚË-
ıÓ‚‡fl), ‡ Ú‡ÍÊÂ ÏÂÚÓ‰ èååä (ÒÔÎÓ¯Ì˚Â ÍË‚˚Â) ‰‡‚‡ÎË ·ÎËÁÍËÂ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚, ÓÚ‚Â˜‡˛˘ËÂ ˝ÍÒ-
ÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚Ï ‰‡ÌÌ˚Ï. ç‡ ÙË„. 1 ÔÓÙËÎË ÔÎÓÚÌÓÒÚË ρ, ÒÍÓÓÒÚË u Ë ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ˚ T, ‡ÒÒ˜Ë-
Ú‡ÌÌ˚Â Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ äÉÑ-ÒËÒÚÂÏ˚ ÔË M = 5, ω = 0.5, ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ‚ Ò‡‚ÌÂÌËË Ò ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚ÏË ÔÓ-
ÙËÎflÏË, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ÏË Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ Ë ÏÂÚÓ‰ÓÏ èååä. åÓÊÌÓ Ò‰ÂÎ‡Ú¸
‚˚‚Ó‰ Ó ÚÓÏ, ˜ÚÓ ‰Îfl ÏÓ‰ÂÎË äÉÑ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ u(x) ‚Ó ‚ÒÂÈ ‡Ò˜ÂÚÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË Ë Á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ ρ(x)
ÔË x > 0 ÎÛ˜¯Â ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú ‰‡ÌÌ˚Ï èååä, ˜ÂÏ Ú‡ÍËÂ ÊÂ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË, Ì‡È‰ÂÌÌ˚Â ÔÛÚÂÏ Â-
¯ÂÌËfl ÒËÒÚÂÏ˚ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡.

ç‡ ÙË„. 2 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ‡ÒÔÂ‰ÂÎÂÌËfl ·ÂÁ‡ÁÏÂÌÓ„Ó ÚÂÔÎÓ‚Ó„Ó ÔÓÚÓÍ‡ ‚‰ÓÎ¸ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎ-
Ì˚ ÔË M = 5 ‰Îfl ω = 0.5 Ë ω = 1. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â Â‰ËÌËˆ˚ Â„Ó ËÁÏÂÂÌËfl ·˚Î‡ ‚˚·‡Ì‡ ‚ÂÎË˜ËÌ‡
ρ1 , „‰Â ρ1 Ë cs1 – ÔÎÓÚÌÓÒÚ¸ Ë ÒÍÓÓÒÚ¸ Á‚ÛÍ‡ ÔÂÂ‰ ÙÓÌÚÓÏ ‚ÓÎÌ˚. ÑÎfl ÒËÒÚÂÏ äÉÑ Ë ç‡‚¸Â–

ëÚÓÍÒ‡ ÚÂÔÎÓ‚ÓÈ ÔÓÚÓÍ ‚˚˜ËÒÎflÎÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï (3.9) Ë (2.18) ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. Ç ÍËÌÂÚË˜ÂÒÍÓÈ
ÏÓ‰ÂÎË ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎÓÒ¸ ‚˚‡ÊÂÌËÂ
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2
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‚ ÍÓÚÓÓÏ c = v – u – ÚÂÔÎÓ‚‡fl ÒÍÓÓÒÚ¸ ÏÓÎÂÍÛÎ˚. ëËÏ‚ÓÎ 〈 〉  ÓÁÌ‡˜‡ÂÚ ÓÒÂ‰ÌÂÌËÂ ÔÓ ‡ÌÒ‡Ï·Î˛
˜‡ÒÚËˆ. ÇË‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‰‡ÌÌ˚Â ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ˝ÚÓ„Ó Ô‡‡ÏÂÚ‡ ‚ ‡ÏÍ‡ı äÉÑ- Ë èååä-ÔÓ‰ıÓ‰Ó‚ Ó˜ÂÌ¸
·ÎËÁÍË, ‡ ÏÓ‰ÂÎ¸ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ÌÂ ‰‡ÂÚ ‚ÔÓÎÌÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓËÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡. á‡ÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ
ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÂ ÒÎ‡„‡ÂÏÓÂ ‚ ÙÓÏÛÎÂ (3.9) ËÏÂÂÚ ÔÓfl‰ÓÍ O(Kn2) Ë ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÂÌÌÓ ‚ÎËflÂÚ Ì‡ ‚ÂÎË˜ËÌÛ
ÚÂÔÎÓ‚Ó„Ó ÔÓÚÓÍ‡, ÔÓÒÍÓÎ¸ÍÛ ‚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏÓÈ Á‡‰‡˜Â ˜ËÒÎÓ äÌÛ‰ÒÂÌ‡ ÌÂ Ï‡ÎÓ.

ç‡ ÙË„. 3 ‰Îfl ω = 0.5 Ë ω = 1 ÔÓÍ‡Á‡Ì˚ Á‡‚ËÒËÏÓÒÚË Ó·‡ÚÌÓÈ ÚÓÎ˘ËÌ˚ ‚ÓÎÌ˚ λ1/δ ÓÚ ˜ËÒÎ‡
M. á‰ÂÒ¸ λ1 – ÒÂ‰Ìflfl ‰ÎËÌ‡ Ò‚Ó·Ó‰ÌÓ„Ó ÔÓ·Â„‡ ÏÓÎÂÍÛÎ ‚ Ì‡·Â„‡˛˘ÂÏ Ò‚ÂıÁ‚ÛÍÓ‚ÓÏ ÔÓÚÓÍÂ,
δ = (ρ2 – ρ1)/max(dρ/dx), ρ1 Ë ρ2 – ÔÎÓÚÌÓÒÚË „‡Á‡ ÔÂÂ‰ ÙÓÌÚÓÏ Ë Á‡ ÙÓÌÚÓÏ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ ÒÓ-
ÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. èË ω = 1 Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â Ó·ÂËı Ï‡ÍÓÒÍÓÔË˜ÂÒÍËı ÏÓ‰ÂÎÂÈ (ÎËÌËË 1 Ë 2) ‚ ÛÍ‡Á‡ÌÌÓÏ
‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ ˜ËÒÂÎ M ÔÓÎÛ˜‡˛ÚÒfl ÔË·ÎËÁËÚÂÎ¸ÌÓ Ó‰ËÌ‡ÍÓ‚˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚, ‡ ÔË ω = 0.5 ÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌÌ˚Ï ÔÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚ÓÏ Ó·Î‡‰‡ÂÚ ÒËÒÚÂÏ‡ äÉÑ (ÎËÌËË 2). ÇÒÂ ÛÍ‡Á‡ÌÌ˚Â ÔÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚‡
äÉÑ-Û‡‚ÌÂÌËÈ ÓÚ˜ÂÚÎË‚ÂÂ ÔÓfl‚Îfl˛ÚÒfl Ò ÓÒÚÓÏ ˜ËÒÎ‡ å‡ı‡. ãËÌËË 3 – ‰Îfl èååä.

á‡‰‡˜‡ Ó ÒÚÛÍÚÛÂ Û‰‡ÌÓÈ ‚ÓÎÌ˚ Â¯‡Î‡Ò¸ Ú‡ÍÊÂ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â Í‚‡ÁË„Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒ-
ÚÂÏ˚ (2.27)–(2.29). èË ˝ÚÓÏ ÛÒÚ‡ÌÓ‚ÎÂÌÓ, ˜ÚÓ ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‡Ò˜ÂÚÓ‚ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â Í‚‡ÁË„‡ÁÓ‰ËÌ‡ÏË-
˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚ ÓÍ‡Á˚‚‡˛ÚÒfl ·ÓÎÂÂ ÚÓ˜Ì˚ÏË, ˜ÂÏ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚Â ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚Â Ò ÔÓ-
ÏÓ˘¸˛ Í‚‡ÁË„Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ ÒËÒÚÂÏ˚.

6. óàëãÖççéÖ åéÑÖãàêéÇÄçàÖ äéçÇÖäíàÇçõï íÖóÖçàâ

äÓÌ‚ÂÍÚË‚Ì˚Â ÚÂ˜ÂÌËfl ‚ Á‡ÏÍÌÛÚ˚ı ÔÓÎÓÒÚflı ¯ËÓÍÓ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÎËÒ¸ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â Û‡‚ÌÂÌËÈ
ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡, Á‡ÔËÒ‡ÌÌ˚ı ‚ ÔË·ÎËÊÂÌËË é·Â·ÂÍ‡–ÅÛÒÒËÌÂÒÍ‡ [30], [33], [34]. ÑÎfl ÔÓÎÛ˜ÂÌËfl
ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚ı ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÓˆÂ‰Û ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎËÒ¸ ‡ÁÎË˜Ì˚Â ‚Ë‰˚ ËÒÍÛÒÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÒÂÚÓ˜-
Ì˚ı Â„ÛÎflËÁ‡ÚÓÓ‚ ÎË·Ó ÒÔÂˆË‡Î¸Ì˚ı ‡ÁÌÓÒÚÌ˚ı ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËÈ.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ Á‡‰‡˜Û Ó „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌÓÈ ÍÓÌ‚ÂÍˆËË ÊË‰ÍÓÒÚË ‚ ÔflÏÓÛ„ÓÎ¸ÌÓÈ Í‡‚ÂÌÂ ‚˚ÒÓÚ˚
H Ë ‰ÎËÌ˚ L = AH. éÚÌÓÒËÚÂÎ¸Ì˚Â ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ˚ T1 Ë T2 ÎÂ‚ÓÈ („Ófl˜ÂÈ) Ë Ô‡‚ÓÈ (ıÓÎÓ‰ÌÓÈ) ÒÚÂ-
ÌÓÍ Í‡‚ÂÌ˚ ÔÓ‰‰ÂÊË‚‡˛ÚÒfl ÔÓÒÚÓflÌÌ˚ÏË, ∆T = T1 – T2 > 0. çÂ Ó„‡ÌË˜Ë‚‡fl Ó·˘ÌÓÒÚË, ÏÓÊÌÓ
Ò˜ËÚ‡Ú¸, ˜ÚÓ T2 = 0. èÛÒÚ¸ u Ë v  – „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì‡fl Ë ‚ÂÚËÍ‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ‚ÂÍÚÓ‡ ÒÍÓÓÒÚË
u ‚ ‰ÂÍ‡ÚÓ‚ÓÈ ÒËÒÚÂÏÂ ÍÓÓ‰ËÌ‡Ú (x, y). Ç˚·‡‚ ‚ Í‡˜ÂÒÚ‚Â Â‰ËÌËˆ ËÁÏÂÂÌËfl x, y, t, u, v , p, T, τ,
ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ, ‚ÂÎË˜ËÌ˚ H, H, H2/ν, ν/H, ν/H, ρ(ν/H)2, ∆T/A, H2/ν, ÒËÒÚÂÏÛ (4.1)–(4.3), ‚˚ÔËÒ‡Ì-
ÌÛ˛ ‰Îfl ÒÎÛ˜‡fl ÔÎÓÒÍËı ÌÂÛÒÚ‡ÌÓ‚Ë‚¯ËıÒfl ÚÂ˜ÂÌËÈ, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÏ ‚ ·ÂÁ‡ÁÏÂÌÓÈ ÙÓÏÂ:
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(6.2)

(6.3)

(6.4)

á‰ÂÒ¸ ˜ËÒÎ‡ É‡Ò„ÓÙ‡ Gr Ë è‡Ì‰ÚÎfl Pr ‚˚˜ËÒÎfl˛ÚÒfl ÔÓ ÙÓÏÛÎ‡Ï

èÛÒÚ¸ G = {(x, y) : 0 < x < A, 0 < y < 1} – Ó·Î‡ÒÚ¸ ÚÂ˜ÂÌËfl. ÖÒÎË ÊË‰ÍÓÒÚ¸ ÔËÎËÔ‡ÂÚ Í „‡ÌËˆ‡Ï
ÔÓÎÓÒÚË, ‡ ‚ÂıÌflfl Ë ÌËÊÌflfl ÒÚÂÌÍË ÌÂÚÂÔÎÓÔÓ‚Ó‰Ì˚, ÚÓ Í ÒËÒÚÂÏÂ (6.1)–(6.4) ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ‰Ó·‡-
‚ËÚ¸ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ „‡ÌË˜Ì˚Â ÛÒÎÓ‚Ëfl Ì‡ ÎÂ‚ÓÈ, Ô‡‚ÓÈ, ÌËÊÌÂÈ Ë ‚ÂıÌÂÈ ÒÚÂÌÍ‡ı ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌ-
ÌÓ:

(6.5)

(6.6)

(6.7)

(6.8)

ìÒÎÓ‚Ëfl (6.5)–(6.8) fl‚Îfl˛ÚÒfl ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì˚ÏË Ë Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡˛Ú ‚˚ÔÓÎÌÂÌËÂ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚ı Á‡ÍÓ-
ÌÓ‚ ÒÓı‡ÌÂÌËfl Ï‡ÒÒ˚ Ë ËÏÔÛÎ¸Ò‡. Ç Í‡˜ÂÒÚ‚Â Ì‡˜‡Î¸Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ ËÒÔÓÎ¸ÁÛ˛ÚÒfl ÌÂ‚ÓÁÏÛ˘ÂÌÌ˚Â
ÔÓÎfl ÒÍÓÓÒÚË Ë ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ˚:

(6.9)

çÂÓ‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓÒÚ¸ ‚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËË ‰‡‚ÎÂÌËfl ËÒÍÎ˛˜‡ÂÚÒfl Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÌÓÏËÓ‚ÍË

(6.10)

ÑÎfl Â¯ÂÌËfl ÔÓÒÚ‡‚ÎÂÌÌÓÈ Ì‡˜‡Î¸ÌÓ-Í‡Â‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë (6.1)–(6.10) ·˚Î ÔËÏÂÌÂÌ fl‚Ì˚È ÛÒÎÓ‚-
ÌÓ-ÛÒÚÓÈ˜Ë‚˚È ÍÓÌÒÂ‚‡ÚË‚Ì˚È Ë Ó‰ÌÓÓ‰Ì˚È ‚˚˜ËÒÎËÚÂÎ¸Ì˚È ‡Î„ÓËÚÏ, ÓÔËÒ‡ÌÌ˚È ‚ [16]–
[18]. ê‡Ò˜ÂÚÌ‡fl Ó·Î‡ÒÚ¸ G ÔÓÍ˚‚‡Î‡Ò¸ ‡‚ÌÓÏÂÌÓÈ ÔÓ Ó·ÓËÏ Ì‡Ô‡‚ÎÂÌËflÏ ‡ÁÌÓÒÚÌÓÈ ÒÂÚÍÓÈ
‡ÁÏÂ‡ Nx × Ny . àÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Î‡Ò¸ ÔÓÒÚ‡fl fl‚Ì‡fl ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËfl Û‡‚ÌÂÌËÈ ‰‚ËÊÂÌËfl (6.2), (6.3) Ë
Û‡‚ÌÂÌËfl ÔÂÂÌÓÒ‡ ÚÂÔÎ‡ (6.4) ÒÓ ‚ÚÓ˚Ï ÔÓfl‰ÍÓÏ ÚÓ˜ÌÓÒÚË ÔÓ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Ï ÔÂÂÏÂÌ-
Ì˚Ï Ë ÔÂ‚˚Ï ÔÓfl‰ÍÓÏ ÚÓ˜ÌÓÒÚË ÔÓ ‚ÂÏÂÌË. ÄÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËfl „‡ÌË˜Ì˚ı ÛÒÎÓ‚ËÈ ‡‚ÚÓÏ‡ÚË˜Â-
ÒÍË Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡Î‡Ò¸ ‚‚Â‰ÂÌËÂÏ ÔÓ „‡ÌËˆ‡Ï ‡Ò˜ÂÚÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚ı ÒÎÓÂ‚ ÙËÍÚË‚-
Ì˚ı fl˜ÂÂÍ. ç‡ Í‡Ê‰ÓÏ ‚ÂÏÂÌÌóÏ ÒÎÓÂ ÔÓÎÂ ‰‡‚ÎÂÌËfl Ì‡ıÓ‰ËÎÓÒ¸ ÔÓ ÛÊÂ ËÁ‚ÂÒÚÌ˚Ï ÔÓÎflÏ ÒÍÓ-
ÓÒÚË Ë ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ˚ ÔÛÚÂÏ Â¯ÂÌËfl Û‡‚ÌÂÌËfl èÛ‡ÒÒÓÌ‡

fl‚Îfl˛˘Â„ÓÒfl ˝Í‚Ë‚‡ÎÂÌÚÌ˚Ï ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌËÂÏ (6.1). èËÏÂÌflÎÒfl ÏÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡ÌÌ˚È ÏÂÚÓ‰ ÒÓ-
ÔflÊÂÌÌ˚ı „‡‰ËÂÌÚÓ‚, Ó·Î‡‰‡˛˘ËÈ ‚˚ÒÓÍÓÈ ÒÍÓÓÒÚ¸˛ ÒıÓ‰ËÏÓÒÚË. èË ˝ÚÓÏ ‚ Ô‡‚ÓÈ ‚Âı-
ÌÂÈ ‡Ò˜ÂÚÌÓÈ ÚÓ˜ÍÂ ‰‡‚ÎÂÌËÂ ÔÓ‰‰ÂÊË‚‡ÎÓÒ¸ ÔÓÒÚÓflÌÌ˚Ï Ë ‡‚Ì˚Ï Â‰ËÌËˆÂ. Ñ‡ÎÂÂ ÔÓ fl‚ÌÓÈ
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ÒıÂÏÂ ‚˚˜ËÒÎflÎËÒ¸ ÁÌ‡˜ÂÌËfl ÒÍÓÓÒÚÂÈ Ë ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ˚ Ì‡ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏ ÒÎÓÂ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË. ÇÒÂ ˜ÎÂ-
Ì˚, Á‡‚ËÒfl˘ËÂ ÓÚ τ, ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÎËÒ¸ Í‡Í ËÒÍÛÒÒÚ‚ÂÌÌ˚Â Â„ÛÎflËÁ‡ÚÓ˚, ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏ˚Â ‰Îfl
Ó·ÂÒÔÂ˜ÂÌËfl ÛÒÚÓÈ˜Ë‚ÓÒÚË ‡Î„ÓËÚÏ‡.

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÌ‡˜‡Î‡ ËÁ‚ÂÒÚÌÛ˛ ÚÂÒÚÓ‚Û˛ Á‡‰‡˜Û Ó ÚÂÔÎÓ‚ÓÈ ÍÓÌ‚ÂÍˆËË ‚ Í‚‡‰‡ÚÌÓÈ Í‡‚ÂÌÂ
(A = 1), ÔÓ‰Ó„Â‚‡ÂÏÓÈ ÒÎÂ‚‡. á‡‰‡˜‡ Â¯‡Î‡Ò¸ ÔË ÛÏÂÂÌÌ˚ı ˜ËÒÎ‡ı É‡Ò„ÓÙ‡, ÍÓÚÓ˚Â ËÁÏÂ-
ÌflÎËÒ¸ ‚ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ 103–105, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÔË ‡ÁÎË˜Ì˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı Ô‡‡ÏÂÚ‡ τ ËÁ ÔÓÏÂÊÛÚÍ‡
10−5−10–2. óËÒÎÓ è‡Ì‰ÚÎfl ÔÓÎ‡„‡ÎÓÒ¸ ‡‚Ì˚Ï Â‰ËÌËˆÂ. àÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎËÒ¸ ‡‚ÌÓÏÂÌ˚Â ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÒÂÚÍË ‡ÁÏÂ‡ N × N ÔË N = 21, 41, 81.

îÛÌÍˆËfl ÚÓÍ‡ ψ ÒÚÓËÎ‡Ò¸ Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÒÓÎÂÌÓË‰‡Î¸ÌÓ„Ó ‚ÂÍÚÓÌÓ„Ó ÔÓÎfl u – w:

á‰ÂÒ¸ wx Ë wy – „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸Ì‡fl Ë ‚ÂÚËÍ‡Î¸Ì‡fl ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ‚ÂÍÚÓ‡ w ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ. èË Ï‡-
Î˚ı ÁÌ‡˜ÂÌËflı τ ‚ÂÍÚÓ˚ u Ë u – w ‡ÁÎË˜‡˛ÚÒfl ÌÂÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ.

ÑÎfl ‚˚˜ËÒÎÂÌËfl ·ÂÁ‡ÁÏÂÌÓ„Ó ÚÂÔÎÓ‚Ó„Ó ÔÓÚÓÍ‡ ˜ÂÂÁ ÎÂ‚Û˛ ·ÓÍÓ‚Û˛ „‡ÌËˆÛ (˜ËÒÎ‡ çÛÒ-
ÒÂÎ¸Ú‡ Nu = Nu(y)) ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡ÎÓÒ¸ ‚˚‡ÊÂÌËÂ

ëÂ‰ÌÂÂ ˜ËÒÎÓ çÛÒÒÂÎ¸Ú‡ ÓÔÂ‰ÂÎflÎÓÒ¸ ÔÓ ÙÓÏÛÎÂ

Å˚ÎË ÔËÌflÚ˚ Ú‡ÍÊÂ ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl: |ψ|mid – ‡·ÒÓÎ˛ÚÌ‡fl ‚ÂÎË˜ËÌ‡ ÙÛÌÍˆËË ÚÓÍ‡ ‚
ˆÂÌÚÂ Ó·Î‡ÒÚË, |ψ|max – Ï‡ÍÒËÏÛÏ ÏÓ‰ÛÎfl ÙÛÌÍˆËË ÚÓÍ‡ ‚ ‡Ò˜ÂÚÌÓÈ Ó·Î‡ÒÚË, umax – Ï‡ÍÒËÏÛÏ „Ó-
ËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓÈ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÒÍÓÓÒÚË u ‚ ÒÂ‰ÌÂÏ ‚ÂÚËÍ‡Î¸ÌÓÏ ÒÂ˜ÂÌËË, vmax – Ï‡ÍÒËÏÛÏ ‚ÂÚË-
Í‡Î¸ÌÓÈ ÍÓÏÔÓÌÂÌÚ˚ ÒÍÓÓÒÚË u ‚ ÒÂ‰ÌÂÏ „ÓËÁÓÌÚ‡Î¸ÌÓÏ ÒÂ˜ÂÌËË, Numax – Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡-
˜ÂÌËÂ ˜ËÒÎ‡ çÛÒÒÂÎ¸Ú‡ Ì‡ ÎÂ‚ÓÈ „‡ÌËˆÂ, Numin – ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ˜ËÒÎ‡ çÛÒÒÂÎ¸Ú‡ Ì‡ ÎÂ-
‚ÓÈ „‡ÌËˆÂ.

ç‡ ÙË„. 4 ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌ˚ ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌÌ˚Â ˝Í‚Ë‰ËÒÚ‡ÌÚÌÓ ÎËÌËË ÛÓ‚Ìfl ÙÛÌÍˆËË ÚÓÍ‡ (‡), ËÁÓ-
ÚÂÏ˚ (·) Ë ËÁÓ·‡˚ (‚) ÛÒÚ‡ÌÓ‚Ë‚¯Â„ÓÒfl ÚÂ˜ÂÌËfl ÔË Gr = 104, τ = 10–4, N = 41. àÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛Ú
ÁÌ‡˜ÂÌËfl ψi = ψmax – i(ψmax – ψmin)/15, Ti = Tmax – i(Tmax – Tmin)/15, pi = pmax – i(pmax – pmin)/15. Ç ‰‡ÌÌÓÏ
‡Ò˜ÂÚÂ ψmin = –5.099, ψmax = 0, Tmin = 0, Tmax = 1, pmin = –5065.8, pmax = 1660.7. åËÌËÏÛÏ ‰‡‚ÎÂÌËfl
‰ÓÒÚË„‡ÂÚÒfl ‚ ÎÂ‚ÓÏ ÌËÊÌÂÏ Û„ÎÛ Í‡‚ÂÌ˚, ‡ Ï‡ÍÒËÏÛÏ – ‚ ÂÂ ÎÂ‚ÓÏ ‚ÂıÌÂÏ Û„ÎÛ. ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜Ì‡fl
Í‡ÚËÌ‡ ÚÂ˜ÂÌËfl Ì‡·Î˛‰‡Î‡Ò¸ Í‡Í ‚ ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡ı [33], Ú‡Í Ë ‚ ‡Ò˜ÂÚ‡ı Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÏÓ‰ÂÎË ç‡-
‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ [34].

Ç Ú‡·Î. 1, 2 ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ‚ Ò‡‚ÌÂÌËË Ò ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜Ì˚ÏË ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡ÏË, ÔÓ-
ÎÛ˜ÂÌÌ˚ÏË Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ÏÓ‰ÂÎË ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ ‚ ÔÂÂÏÂÌÌ˚ı “ÙÛÌÍˆËfl ÚÓÍ‡–‚Ëı¸–ÚÂÏÔÂ‡ÚÛ-
‡” [34], ‡ Ú‡ÍÊÂ Ò ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚ÏË ‰‡ÌÌ˚ÏË [33]. Ç ÛÍ‡Á‡ÌÌÓÏ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ ˜ËÒÂÎ Gr ‚ÒÂ ‡Ò-
Ò˜ËÚ‡ÌÌ˚Â Ô‡‡ÏÂÚ˚ ÚÂ˜ÂÌËfl ıÓÓ¯Ó ÒÓ„Î‡ÒÛ˛ÚÒfl ÏÂÊ‰Û ÒÓ·ÓÈ. ç‡ ·ÓÎÂÂ ÔÓ‰Ó·Ì˚ı ÔÓÒÚ-
‡ÌÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÒÂÚÍ‡ı ÚÓ˜ÌÓÒÚ¸ ‡Ò˜ÂÚÓ‚ ÔÓ‚˚¯‡ÂÚÒfl. éÌ‡ Ú‡ÍÊÂ ‚ÓÁ‡ÒÚ‡ÂÚ Ò ÛÏÂÌ¸¯ÂÌËÂÏ τ,

u wx– ∂ψ/∂y, v wy– ∂ψ/∂x.–= =

Nu y( ) 1
Pr
-----–

∂T 0 y,( )
∂x

-------------------.=

Nu0 Nu y( ) y.d

0

1

∫=

(‡) (·) (‚)

îË„. 4.
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˜ÚÓ, ‚ Ò‚Ó˛ Ó˜ÂÂ‰¸, ÔË‚Ó‰ËÚ Í ÒÓÍ‡˘ÂÌË˛ ̄ ‡„‡ ÔÓ ‚ÂÏÂÌË. ÇÎËflÌËÂ ‚ÂÎË˜ËÌ˚ τ Ì‡ ÒÚÛÍÚÛÛ
ÚÂ˜ÂÌËfl ÔÓÍ‡Á‡ÌÓ Ì‡ ÙË„. 5 (ÎËÌËË ÚÓÍ‡) Ë ÙË„. 6 (ËÁÓÚÂÏ˚).

êÂÁÛÎ¸Ú‡Ú˚ ˜ËÒÎÂÌÌÓ„Ó ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËfl ÚÂÒÚÓ‚ÓÈ Á‡‰‡˜Ë Ó „‡‚ËÚ‡ˆËÓÌÌÓÈ ÍÓÌ‚ÂÍˆËË ‚ Ôfl-
ÏÓÛ„ÓÎ¸Ì˚ı Í‡‚ÂÌ‡ı ÊË‰ÍÓÒÚË, Ó·Î‡‰‡˛˘ÂÈ ÌËÁÍËÏË ˜ËÒÎ‡ÏË Pr, ÔË‚Â‰ÂÌ˚ ‚ [18].

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ì‡ ÓÒÌÓ‚Â ÔÓ‰ÂÎ‡ÌÌ˚ı ‡Ò˜ÂÚÓ‚ äÉÑ-ÒËÒÚÂÏ ÏÓÊÌÓ ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡Ú¸ Â‡Î¸Ì˚Â
ÚÂ˜ÂÌËfl ÊË‰ÍÓÒÚÂÈ Ë „‡ÁÓ‚ ‚ ¯ËÓÍÓÏ ‰Ë‡Ô‡ÁÓÌÂ Ô‡‡ÏÂÚÓ‚.

τ = 10–4 τ = 10–3 τ = 10–2

τ = 10–4 τ = 10–3 τ = 10–2

îË„. 5.

îË„. 6.

í‡·ÎËˆ‡ 1  

τ ëÂÚÍ‡ ëÚ‡Ú¸fl |ψ|max umax νmax Nu0 Numax Numin

10–4 21 × 21 ç‡ÒÚ. ÒÚ‡Ú¸fl 5.044 15.938 19.513 2.306 3.939 0.579

[34] 5.277 16.144 19.363 2.253 3.615 0.591

10–4 41 × 41 ç‡ÒÚ. ÒÚ‡Ú¸fl 5.099 16.005 19.663 2.281 3.708 0.591

[34] 5.125 16.262 19.602 2.249 3.563 0.586

10–4 81 × 81 ç‡ÒÚ. ÒÚ‡Ú¸fl 5.113 16.070 19.663 2.275 3.649 0.581

[34] 5.086 16.219 19.648 2.247 3.541 0.585

[33] 5.071 16.178 19.617 2.238 3.528 0.586

10–3 21 × 21 ç‡ÒÚ. ÒÚ‡Ú¸fl 5.195 15.587 18.565 2.431 4.318 0.529

10–2 21 × 21 ç‡ÒÚ. ÒÚ‡Ú¸fl 6.723 13.182 11.542 3.850 9.268 0.352



254

ÜìêçÄã ÇõóàëãàíÖãúçéâ åÄíÖåÄíàäà à åÄíÖåÄíàóÖëäéâ îàáàäà      ÚÓÏ 41      ‹ 2      2001

ÖãàáÄêéÇÄ, òÖêÖíéÇ

7. áÄäãûóÖçàÖ

Ç ‡·ÓÚÂ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÓ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ‰‚Ûı ‚Á‡ËÏÓÒ‚flÁ‡ÌÌ˚ı Ï‡ÚÂÏ‡ÚË˜ÂÒÍËı ÏÓ‰ÂÎÂÈ – Í‚‡-
ÁË„‡ÁÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ Ë Í‚‡ÁË„Ë‰Ó‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍÓÈ. é·Â ÏÓ‰ÂÎË ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ÓÚ Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–
ëÚÓÍÒ‡ Ï‡Î˚ÏË ‰Ë‚Â„ÂÌÚÌ˚ÏË ‰Ó·‡‚Í‡ÏË Ë ÏÓ„ÛÚ ËÌÚÂÔÂÚËÓ‚‡Ú¸Òfl Í‡Í ÒËÒÚÂÏ˚, ÓÔËÒ˚‚‡-
˛˘ËÂ ˝‚ÓÎ˛ˆË˛ ÔÓÒÚ‡ÌÒÚ‚ÂÌÌÓ-‚ÂÏÂÌÌ˚ı ÒÂ‰ÌËı ‚ÂÎË˜ËÌ – ÔÎÓÚÌÓÒÚË, ÒÍÓÓÒÚË Ë ÚÂÏÔÂ-
‡ÚÛ˚. ä‡Ê‰ÓÈ ËÁ ÌËı ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ Ò‚ÓÈ ÒÔÓÒÓ· Â¯ÂÌËfl ÔÓ·ÎÂÏ˚ Á‡Ï˚Í‡ÌËfl ÒÓÓÚÌÓ¯ÂÌËÈ
(2.10)–(2.14), ‚˚ÚÂÍ‡˛˘Ëı ËÁ ËÌÚÂ„‡Î¸Ì˚ı Á‡ÍÓÌÓ‚ ÒÓı‡ÌÂÌËfl ‰Îfl ÔÓ‰‚ËÊÌÓ„Ó Ï‡ÚÂË‡Î¸ÌÓ„Ó
Ó·˙ÂÏ‡. Ç ÒÚ‡ˆËÓÌ‡ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â Ó·Â äÉÑ-ÒËÒÚÂÏ˚ ÓÚÎË˜‡˛ÚÒfl ÓÚ Û‡‚ÌÂÌËÈ ç‡‚¸Â–ëÚÓÍÒ‡ (Ë
‰Û„ ÓÚ ‰Û„‡) ‰Ë‚Â„ÂÌÚÌ˚ÏË ˜ÎÂÌ‡ÏË, ËÏÂ˛˘ËÏË ÙÓÏ‡Î¸Ì˚Â ‡ÒËÏÔÚÓÚË˜ÂÒÍËÂ ÔÓfl‰ÍË Ï‡-
ÎÓÒÚË O(Kn2) ÔË Kn  0. ÇÎËflÌËÂ ‰Ó·‡‚Ó˜Ì˚ı ˜ÎÂÌÓ‚ ÌÂÁÌ‡˜ËÚÂÎ¸ÌÓ ‰Îfl ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı Ë Í‚‡-
ÁËÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı „‡ÁÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËı ÚÂ˜ÂÌËÈ ÔË Ï‡Î˚ı ˜ËÒÎ‡ı äÌÛ‰ÒÂÌ‡. é‰Ì‡ÍÓ ‰Îfl ÒËÎ¸ÌÓ ÌÂ-
ÒÚ‡ˆËÓÌ‡Ì˚ı ÚÂ˜ÂÌËÈ, ‡ Ú‡ÍÊÂ ÔË ˜ËÒÎ‡ı Kn, ·ÎËÁÍËı Í Â‰ËÌËˆÂ, Ëı ‚ÍÎ‡‰ ÒÚ‡ÌÓ‚ËÚÒfl ÒÛ˘ÂÒÚ-
‚ÂÌÌ˚Ï. àÏÂÌÌÓ ‚ ˝ÚÓÏ ÍÎ‡ÒÒÂ Á‡‰‡˜ ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÒÍ‡Ú¸ ÔÂËÏÛ˘ÂÒÚ‚‡ ÌÓ‚˚ı ÏÓ‰ÂÎÂÈ.

Ç [35] ‰‡Ì ‰Û„ÓÈ, ÓÚÎË˜Ì˚È ÓÚ ËÁÎÓÊÂÌÌÓ„Ó ‚ ‡Á‰. 2 ‚˚‚Ó‰ ‰‚Ûı ËÒÒÎÂ‰ÛÂÏ˚ı ÒËÒÚÂÏ, ‚ ÓÒÌÓ-
‚Â ÍÓÚÓÓ„Ó ÎÂÊ‡Ú ÍÓÌÂ˜ÌÓ-‡ÁÌÓÒÚÌ˚Â ÒÓÓ·‡ÊÂÌËfl. Ç [35] Ó·ÒÛÊ‰ÂÌ˚ Ú‡ÍÊÂ ÛÒÎÓ‚Ëfl ÔËÏÂ-
ÌËÏÓÒÚË ÌÓ‚˚ı ÏÓ‰ÂÎÂÈ Ë Ò‰ÂÎ‡Ì ‚˚‚Ó‰ Ó ÚÓÏ, ̃ ÚÓ Í‚‡ÁË„‡ÁÓ‰ËÌ‡ÏË˜ÂÒÍËÂ Û‡‚ÌÂÌËfl ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÒ-
ÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ ÚÓÎ¸ÍÓ ÔË ÏÓ‰ÂÎËÓ‚‡ÌËË ÚÂ˜ÂÌËÈ Ë‰Â‡Î¸ÌÓ„Ó ÔÓÎËÚÓÔÌÓ„Ó „‡Á‡, ‡ Í‚‡ÁË„Ë‰Ó‰Ë-
Ì‡ÏË˜ÂÒÍËÂ – ÔË ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËË ‰‚ËÊÂÌËÈ ÌÂË‰Â‡Î¸Ì˚ı „‡ÁÓ‚ Ë ÊË‰ÍÓÒÚÂÈ. ÇÓÔÓÒ Ó „‡ÌËˆ‡ı
ÔËÏÂÌËÏÓÒÚË äÉÑ-ÏÓ‰ÂÎÂÈ fl‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌËÏ ËÁ Ì‡Ë·ÓÎÂÂ ÒÎÓÊÌ˚ı. óÚÓ·˚ ÓÚ‚ÂÚËÚ¸ Ì‡ ÌÂ„Ó, ÌÂ-
Ó·ıÓ‰ËÏ˚ ‰ÓÔÓÎÌËÚÂÎ¸Ì˚Â ÚÂÓÂÚË˜ÂÒÍËÂ, ˜ËÒÎÂÌÌ˚Â Ë ˝ÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸Ì˚Â ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËfl.

Ä‚ÚÓ˚ ·Î‡„Ó‰‡flÚ Å.ç. óÂÚ‚ÂÛ¯ÍËÌ‡ Á‡ ÔÓÎÂÁÌ˚Â Ó·ÒÛÊ‰ÂÌËfl ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÓ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚ˚
Ë Ä.Ä. ë‡Ï‡ÒÍÓ„Ó Á‡ ÔÓ‰‰ÂÊÍÛ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌÓ„Ó ‚ ‡·ÓÚÂ ˆËÍÎ‡ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÈ.
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