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£"�baï�A�@�P{%£�}�¤@��������¤Ê������{$|~}"�A��¤Ê¦�£�{%¤@¤@}"������¤Ê���ó�5{�ÌÁ}"���<c+¡�|~��d%��¤�¢���e��������Ï�Å|~}"£"}�¤~{%�³|Í����¤5¦��A����}�|~}"�A��¤Í{%�f^
£"}"�ñ}º|~��¤����gTA£"}"¤@¤@�������³|���� ÌÁ}�|~��¤@¤@�2�.|Ã��� ¤~{%�Å|,���ú|~����X����~{$|~���@�bhjiIkjl2h m�k
�³�5� ��¤+|nX��A���@�����A}�£�{Ê¦��A��¤+|~�@��¦.|~}"�A�
�.|È£
� �.|~�����»�?� {%�Å|~�@��¤È������o�£"��¤ó�P{%¦��@�A¤@¦���X�}"������¤BX��A���È�@�������@�»¦��A��XÅ|~�P�?� �_^`X����@}"����¦���¤�¢����pX�{%�+|~}"¦���£"}����
��{%��¤Í£"��¤2��}"¦��@�A¤rqÁ¤+|so�����¤tT³{#V����f^7¢�¤@�A��|Ê����¤tX��@�A��£uo�����¤Í{%¦.|~����£"¤��
S;{%��¤�£"��¤;|~�~{�Ì%{%�f^vh w3k
¢�h x�k��A�h�A�Å|~}"���³|bX�{%�������ñ{#X�X��@�Á¦����>X��������A�������A£"�#TA}"�����È���h���A�ÅÌ³��{%�h¤rqÁ¤+|so����
�?� ������{$|~}"�A��¤�y�����{%¤@}��-qÁ���@�Á�`qÁ��{%��}"�����_zB{}|�É7Sb~����^¤~{L��{%¤@�Ê¤@�Ê|~�@�A�ÅÌA���³| £"��¤'X��@}"��¦�}uX���¤�aï�A����{%������|�{%�f^
���Ï£�{ ����¦�{%��}"�����Ï�.|»���Ï£�{h|~�����@���Á�`qÁ��{%��}"�����%¢Ã|~�~{%����}�|~¤�X�{%�P£"��¤P£"�A}"¤ñ}"��|~�ITA�~{%£���¤�����¦��A��¤@���+Ì${$|~}"�A�
����£�{\�P{%¤@¤@�%¢ ����£�{\����{%�³|~}�|~����� ���A�ÅÌA�������³|�¢ú��� ���A�����³|»¦�}"���.|~}"�����%¢ú��� £
� ��������TA}"�ø|~�%|�{%£"�Ï�.| ���
£
� ���³|~�@��X�}"�UX��A���È��� ÌA�A£"�����P�P{$|~���@}"��£,��� ���A�ÅÌ³�������³|����n{�X��@}"��¦�}uX�{%£"����}][7���@����¦��)X�{%�ó�~{#X�X��A�+|���£�{
|~�����A�@}"����� �5{�ÌÁ}"���<c+¡�|~��dA��¤,{��;¡�~P�@��¤@}"������{%��¤ £
� �Å|~}"£�}�¤~{$|~}"�%� �?� ������X��@��¦��������@�h��� ����qA������� ¤�X�{$|~}"��c
|~����X��A�@��£"£"��X��A���ì£�{ ���.|~���@��}"��{$|~}"�A�a����¤KTA�~{%���������@¤ø�-qÁ���@�Á�`qÁ��{%��}"������¤Qaï�A����{%�����³|�{%£"��¤,�2������¤@}�|~�%¢
ÌÁ}�|~��¤@¤@���.|�|~����X����~{$|~���@�%�úËÊ� ¤rqÁ¤+|so������?� ������{$|~}"�A��¤>y�����{%¤@}�T³{#V��Á�`qÁ��{%��}"�����_z5{}|���Sb~ñ{%¤@¤@�IVÏÌA�A}"¤@}"�
{�Ì%{%}�|L�.|~�P�A�Å|~�����5X��@��¦.��������������|BX�{%�L����¤ó¦��A��¤@}"�����~{$|~}"�A��¤�¦�}"���.|~}"������¤YX�{%�Lz�� ���'�Ã£"}uV�{%�@��Ì%{ì�.|Èÿ5� �L�
�ú���.|@ÌA���@��¤@��d�}"�p{rh �3k
¢$h ��k�~��
�=��¤5�@��¤@��£�|�{$|~¤Í|~�����A�@}"������¤Ê���A��|~�@���³|Ê�����ó����¤Ê|~���@����¤5¤@��X�X�£"�������³|�{%}"�@��¤B{�X�{%�Ê�~{#X�X��A�+|;{%�f^ø������{$|~}"�A��¤
�;¡�~ú¤@���P{%��}]aï��¤+|~���³|2��{%��¤2£"��¤2������{$|~}"�A��¤�|�É7S�X��A���2����¤tX��@�A��£uo�����¤ �?� ��¦��A��£"�������³|~¤2��{%��¤Í����¤gaï���³|~��¤
���f�_�#�!�����}�!� �}�7�-� ���r�}�_�}�3�r�}�g���I�3�����9�0 .¡.¢�£*¤��.£���¥!�r¦§�3�b�§�b¨��Y�}��©}�3�r��©��3��ª}©<� �r¦I�}� «#�I�3�!£�¬§­_®§¯§¤b°.�}¨ ���_¦�ªg©<�����<±)²

³ �}�r¨ � ´��_�<µ.¶I�_�����3· ©<�!�t¸



���������
	���
��������������
�������� ��"!��$#%�'&)($����* �����+#,&' .-
�/#�021��
#)3�4.4�35&767* � 8+9��
��:�9;#�<=9�* > &?�������
�@�/9��A9��.B;#�<=-/!��$9�<"�����C�2D��'E
W�����¤�¢'��{%��¤ó����¤L¦�{#X�}"£"£�{%}��@��¤��%�\����¤ó��}"¦��@�Á¦�{%��{%�f^ h x�k
�'�n{ø����¤@¦��@}uXÅ|~}"�A� ���P¦���¤ó��¦��A��£"�������³|~¤Y�ø£
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h ��k
¢nhji��3k)�A�\����¤YT³{#VKhji�i!k
¢n�A�\�A��¤@���+Ì³�P���\�_^Å¦Io�¤È���\������}�|ó�P{%¤@¤@}"�����%¢*X�{%�L�~{#X�X��A�+|B�ø£"{ Ì%{%£"�����L�����
X��@�.ÌA�A}�|Ê£�{È|~�����A�@}"��¦�£�{%¤@¤@}"�����%���n{ñ¤@}"�È��£�{$|~}��A� ��}"�@��¦.|~��X�{%�Í���.|~���Á�������óÎø�A��|~�ó� {%�@£"��{ S�¡�Î��/~�¢�{�Ì³��¦
�����L{%��{#XÅ|�{$|~}"�A�ì{%��������{$|~�%¢�¦��A�`W��@����£
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�Ã� ��� ����¤2����q³����¤ �����@��¤@�A�����@��¦��.|@|~�;��}]\�¦���£�|~�;��{%��¤ £"�;¦�{%���@�;�?� ������{$|~}"�A��¤2�P{%¦��@�A¤@¦��#X�}"������¤2¦��A��¤@}"¤+|~�
�ñ�Å|~}"£"}"¤@���2����¤5¦��A����}�|~}"�A��¤Ê{%�f^ø£"}"�ñ}�|@��¤tX�£"��¤�X��@��¦�}"¤@��¤�¢0�ñ¤~{�ÌA�A}"�Í����T%£"}"¤@¤@��������|Ê���Ï¤@��¦��A�����A�@���@�Uhji��3k
�
�n{�X��@��¤@���³|~�;{#X�X��@�Á¦����5�@�IX��A¤@�5¤@���)���P�@����X�£�{%¦��������³|)���P������o�£"�Í¦�£�{%¤@¤@}"�����5�;¡�X�{%�)£"�Í������o�£"�7|�É7Só¢
|~�A�Å| ���»�P{%}"��|~����{%�³|ú£"��¤ú¦��A����}�|~}"�A��¤ú{%�f^P£"}"��}º|~��¤)�P{3^
	ú��£"£"}"��������¤)��{%��}�|~����£"£"��¤ �ó£
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�
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�;�a}"�³|~�@�Á����}�|P¦�}"��� X��A¤+|~��£�{$|~¤�¢ú����};�@�IX��@��¤@���³|~����|ø£"��¤»£"�A}"¤���� ¦��A��¤@���+Ì${$|~}"�A� ¦�£�{%¤@¤@}"������¤»¤@�A��¤)aï�A�@���
}"�³|~�ITA�~{%£"�;�.|Ê�?� ���ø£�� �A�ì��������}�|Ê£"��¤2������{$|~}"�A��¤Í£"��¦�{%£"��¤2����£�{È�`qÁ��{%��}"����������¤tT³{#VU{�X?� �_^7�*h ��k�~��
�;�»�Å|~}"£"}�¤@�Ê£"��¤ú���%|~}"�A��¤ú¤@��}�Ì%{%�³|~��¤gX��A���ú¦�{%�~{%¦.|~���@}"¤@���ú��� ��¦��A��£"�������³|gT³{#V����f^PÌÁ}"¤@�������f^7¢�¦��A��X��@��¤@¤@}"��£"�
�.|�¦.�A������¦.|~���������)£�{Í¦���{%£"�����'�

ρ = ρ(~x, t)
l;£�{Í�P{%¤@¤@�,ÌA�A£"����}"�����%¢

~u = ~u(~x, t)
l;£�{ ÌÁ}�|~��¤@¤@�%¢

p = p(~x, t)lP£�{�X��@��¤@¤@}"�A�?¢
ε = ε(~x, t)

lP£
� ��������TA}"��}"�³|~���@�����P{%¤@¤@}"�����%¢
T = T (~x, t)

l»£�{ó|~����X����~{$|~���@�%¢
s = s(~x, t)l £
� ����|~�@��X�}"��ÌA�A£"����}"�����%�7�;��¤@��X�X��A¤@�������È£
� �.|�{$|Ê|~�����@�����`qÁ��{%��}"�����ó������}"£�}����Ï��¤+|�¦�{%�~{%¦.|~���@}"¤@�BX�{%�

�����f^�X�{%�~{%��o.|~�@��¤2¤@����£���������|�¢Å¦%� ��¤+|rc<�3c���}"�@�;�����bX�{%�@��}7£"��¤ ¦�}"���UX�{%�~{%��o.|~�@��¤
ρ
¢
p
¢
ε
¢
T
¢
s
¢Å¤@����£"¤2�����f^

¤@�A�³|Ê}"�����IX�������{%�³|~¤��7�;�ì��}"¤�X��A¤@�L{%£"�A�@¤ �?� ������{$|~}"�A��¤Í�?� �.|�{$|

p = Ψ1(ρ, T ), ε = Ψ2(ρ, T ), s = Ψ3(ρ, T ).
{ri�~

�Ã�9X��@����}"���gX��A¤+|~��£�{$|�¢��A�ø�.¦��@}�|Ê£�{È¦��A��¤@���+Ì%{$|~}"�%�ø����£�{��P{%¤@¤@��¤@�A��¤Í£�{Yaï�A�@����}"�³|~�ITA�~{%£"�

d

dt

∫

V

ρdV =
∂

∂t

∫

V

ρdV +

∫

Σ

(~jm · ~n)dΣ = 0,
{���~

���
dΣ

��¤+|Ê£
� ��£"�������³|2�?� {%}"�@������£�{�¤@���ra�{%¦��
Σ
{%� Ì³�A}"¤@}"��{#TA�;���ìÌA��¦.|~�����Ê����}�|�{%}"�@�

~n
�

�n{ÈÌ%{%�@}�{$|~}"�A� �����P{%¤@¤@����{%��¤Ê£"�;ÌA�A£"�����
V
¤@��¦��A��X��A¤@������¤~{ñÌ${%�@}�{$|~}"�A�ì{�ÌA��¦L£"��|~����X�¤Í�.|Ê�������f^K�

|~�~{�ÌA���@¤ ¤~{È¤@���ra�{%¦��%���=�5ÌA��¦.|~�����2¦��A�@�@��¤�X��A����{$��| ~jm = ~jm(~x, t)
¢Á��¤+|Í{#X�X���£"�5������¤@}�|~�;�������f^»���;�P{%¤@¤@�%�

�=�������f^Å}]o�����X��A¤+|~��£�{$|Í��¤+|Ê£�{È£"�A}?����¦��A��¤@���+Ì%{$|~}"�%�ø����£�{�����{%�³|~}�|~���������A�ÅÌ³�������³|

d

dt

∫

V

(ρ ~u) dV =

∫∫

Σ

(~n · P ) dΣ,
{��-~

�=�ó|�{%�f^����óÌ%{%�@}�{$|~}"�%�Ï���È£�{P����{%�³|~}�|~�È���È���A�ÅÌA�������³|���{%��¤;£"�LÌ³�A£"�����
V
��¤+|��IT³{%£ �P£�{P¤@�A�����L����¤

aï�A�@¦���¤ú�_^Á|~���@}"�����@��¤Í{#X�X�£"}"��������¤��Å�Ã� }"�³|~�ITA�~{%£"�Ê��{%��¤ú£"�5�����È���@�Ê���;���@�A}�|~�Ê���>{��-~Ã���.|~���@��}"���5£�{�aï�A�@¦��5���
X��@��¤@¤@}"�A�h�.|�£�{P¦��A��|~�~{%}"�³|~�óÌÁ}"¤@��������¤@�ñ}"�³|��.�~����{#X�X�£"}"���������»£�{P¤@���ra�{%¦��

Σ
�?�n{)TA�~{%���������

P = P (~x, t)��¤+|;{#X�X���£"����|~����¤@�����;����¤Ê¦��A��|~�~{%}"�³|~��¤Ê}"�³|~���@����¤��7�n{ñ���%|�{$|~}"�A�
(~n · P )

����¤@}uTA���L£"��X��@�Á����}�|Ê���øÌ³��¦.|~�����
~n
X�{%�ó£"�P|~����¤@�����

P
���»��{$��T �Á¢��![7��¦.|~��� ¤@��}�Ì${%��|�£"�UX��@����}"���ó}"����}"¦��P��� |~����¤@�����

P
� S5�»��e����%¢'£�{

���%|�{$|~}"�A�
(P · ~n)

}"����}"�����������L£"�bX��@�Á����}�|2���
P
�.|Ê���

~n
��¤+|Ê�![7��¦.|~���L¤@��}�Ì%{%�³|Ê£"�������f^Å}uo�����}"����}"¦.�����

P
��S;{%��¤Í£"��¦�{%¤Í�?� ���ì|~����¤@�����

P
¤rqÁ���.|~�@}"�����%¢��A�Ï{

(~n · P ) = (P · ~n)
�

�=��|~�@�A}"¤@}uo��ñ��X��A¤+|~��£�{$|Í��¤+|Ê£�{È£"�A}?����¦��A��¤@���+Ì${$|~}"�A�ø����£
� ��������TA}"�;|~�%|�{%£"�

d

dt

∫

V

ρ
(~u2

2
+ ε

)

dV =

∫∫

Σ

( ~A · ~n) dΣ −
∫∫

Σ

(~q · ~n) dΣ.
{�m ~
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�n{/X��~�.��}uo��@�,}"�³|~�ITA�~{%£"�Ã��{%��¤n£"�,�����È���@�,���,���@�A}�|~�Ã���)£
� ������{$|~}"�A�U{�m ~?¤�� }"�³|~����X���o.|~�)¦��%�����,£�{gX���}"¤@¤~{%��¦��
����¤7aï�A�@¦���¤5���È¤@���ra�{%¦��Q{�X��@��¤@¤@}"�A���.|;¦��A�³|~�~{%}"��|~��¤ÊÌÁ}"¤@��������¤@��¤�}"�³|~���@����¤�~��?�=�ó�����@��}"���Ê|~���@���ó����{�m ~Í��¤+|
£
� {#X�X��A�+|,��������TA�.|~}"�����tX�{%�Ã����}�|~�2���2|~����X�¤'�;|~�~{�ÌA���@¤

Σ
���ñ��{$}"¤@�A�ñ���Í£�{;¦��A������¦.|~}�ÌÁ}�|~� |~�����@��}"�����%�-S5��¤

�_^`X��@��¤@¤@}"�A��¤Ê¦��A��¦���o.|~��¤�X��A���2£"��¤Í¦���{%��X�¤Í����ÌA��¦.|~�����@¤ ~A = ~A(~x, t)
�.|

~q = ~q(~x, t)
¤@���@�A�³|Ê}"��|~�@������}�|~��¤

X�£"��¤2£"�A}"�?�
�=��X��A¤+|~��£�{$|Í¤@��}�Ì%{%�³|Í|~�~{%����}�|2£�{È¦��A��¤@���+Ì%{$|~}"�A�ø���ø���A�����³|2¦�}"���.|~}"�����>�

d

dt

∫

V

[~x × (ρ ~u)] dV =

∫∫

Σ

[~x × (~n · P )] dΣ.
{}w�~

�=��¤ú���A�����³|~¤)}"�³|~���@����¤ú�.| ���5��e����Ê£���¤ú¦��A��X�£"��¤ú�P{%¤@¤@}"������¤ú�.|ú¤@���ra�{%¦�}"������¤ �@�IX�{%�+|~}"¤)���5¤@�A�³|gX�{%¤ X��@}"¤
���ø¦��A��XÅ|~�%���=��¤rqÁ�È���A£"�

×
����¤@}uTA����£"�bX��@�Á����}�| Ì³��¦.|~�A�@}"��£
�

�=�������f^Å}]o�����X��@}"��¦�}uX�������£�{ó|~�����@���Á�`qÁ��{%��}"��������¤+|Ê£"��¦�}"������}uo����bX��A¤+|~��£�{$|

d

dt

∫

V

(ρ s) dV = −
∫∫

Σ

(~q · ~n)

T
dΣ +

∫

V

X dV.
{ x-~

�Ã� }"�³|~�ITA�~{%£"�È����¤@���ra�{%¦��ñ��� ���������@�����ñ���@�A}�|~������{ x-~5��¤+|ó£���|�{%�f^h����Ì%{%�@}�{$|~}"�A� ���ñ£
� ���³|~�@��X�}"����{%��¤
£"�ñÌA�A£"�����

V
£"}"��{%�f^ {#X�X��A�+|~¤ó���»¦���{%£"�������'��£nX��.�Å|�e.|~�@�UX��A¤@}�|~}]a �A� ���IT³{$|~}]a��'�n{Ï�����@��}uo.�~�P}"�³|~�ITA�~{%£"�

��¤+|ú|~�A���+�A���@¤)���A�P���IT³{$|~}�ÌA�Ê�.|ú�@�IX��@��¤@����|~�;£�{�X��@������¦.|~}"�A�P�?� ���³|~�@��X�}"�Ê�����;{%�f^UX��@��¦���¤@¤@��¤2}"�@�@�.ÌA���@¤@}"��£"��¤
}"�³|~���@����¤��

F�F�F�G�� � 
 
 � ��� ��P�� ����P���JMF�N�H�
 �gN)R ������


�ú�A�����7X��A���2£
� �A�Å|~���³|~}"�A�»���ì¤rqÁ¤+|so����������5{�ÌÁ}"���<c+¡�|~��d%��¤�h ��k
¢�X��A���gX�{%¤@¤@���Í����¤Í������{$|~}"�A��¤ }"��|~�ITA�~{%£"�.¤
{���~�l0{ x-~ú{%�f^ì������{$|~}"�A��¤Í{%�f^ì�����@}�Ì³���.¤�X�{%�+|~}"��£"£���¤2£"��¦�{%£"��¤�¢��A�ì�Å|~}"£"}�¤@��£�{Yaï�A�@�È��£"�;�?� �Ã��£"���<c��=}"�A�ÅÌÁ}"£�£��>{}��~
¤@���5£�{ñ��}][7���@���³|~}�{$|~}"�%�ø�?� �����ó}"�³|~�ITA�~{%£"��X��@}"¤@�L¤@���5���ÏÌA�A£"�������P{$|~���@}"��£=�������A�ÅÌA��������|��7�;�Ï¤@��X�X��A¤@�
����� £"��¤È|~�~{��+��¦.|~�A}"�@��¤�����¤ñ�.£"��������|~¤���� ÌA�A£"�����

V
¤@�A�³|ñ���!W���}"��¤>X�{%�È£"�»¦���{%��X ���»Ì³��¦.|~�����@¤ ~jm/ρ

�
�5£"�A�@¤�¢�£
� }"�����³|~}�|~�;¦�}�|~���bX��@�����Ï£�{Yaï�A�@���

d

dt

∫

V

ϕdV =

∫

V

[
∂ϕ

∂t
+
��}�Ì

(
~jm

ρ
ϕ)]dV,

{}��~

��{%��¤,£�{%������£"£"�
ϕ = ϕ(~x, t)

lÈ�.¤+|ú���ñ¤@¦�{%£�{%}"�@� �A�����ñ¦���{%�>X����2ÌA��¦.|~�����@¤)¦��A�³|~}"�
	������³|,��}][7���@���³|~}�{%��£"��¤��
�;�)X�{%¤@¤@���IT³{%£"�������³| �?� ������}"�³|~�ITA�~{$|~}"�A�P¤@��� £�{L¤@���ra�{%¦��

Σ
�ó�����;}"��|~�ITA�~{$|~}"�A��¤@���2£"�ÊÌA�A£"�����

V
� �'�A���

¦���£�{Å¢?�A�h¤@��X�X��A¤@���~{ì�����ñ|~�A��¤�£"�.¤�X�{%�~{%��o.|~�@��¤��P{%¦��@�A¤@¦���X�}"������¤baï�A����{%�����³|�{%�f^ ��� ��}"£�}"��� ¤@�A�³|�����¤
aï�A��¦.|~}"�A��¤ú¤@�`\�¤~{%��������|2�@�ITA��£"}uo��@��¤ú��� |~����X�¤ �.|2����£
� ��¤�X�{%¦��%���ú�A��¤@}"�����~{%��|2£"�5¦�{%�~{%¦.|so��@��������£"¦��A�������
���ìÌA�A£"�����

V
¢��A�ì�A�Å|~}"���³|Í£
� ������{$|~}"�A�ì£"��¦�{%£"�;���ø��}"£�{%� �����P{%¤@¤@�

∂ρ

∂t
+
��}�Ì ~jm = 0,

{ �-~

����£�{È����{%�³|~}�|~���������A�ÅÌA�������³|

∂(ρ ~u)

∂t
+
��}�Ì

(~jm ⊗ ~u) =
��}�Ì

P,
{��-~

����£
� ��������TA}"�5|~�%|�{%£"�

∂

∂t

[

ρ
(~u2

2
+ ε

)]

+
��}�Ì [

~jm

(~u2

2
+ ε

)]

=
��}�Ì ~A − ��}�Ì ~q,

{<i��-~
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���ø���A�����³|2¦�}"���.|~}"�����

∂

∂t
[~x × ρ ~u] +

��}�Ì
(~jm ⊗ [~x × ~u]) =

∂

∂xi

[~x × Pij~ej]
{<i�i3~

�.|Ê����£
� ���³|~�@��X�}"�
∂(ρ s)

∂t
+
��}�Ì

(~jms) = − ��}�Ì
( ~q

T

)

+ X.
{<i���~

��¦�}
(~jm ⊗ ~u)

��¤+|���� |~����¤@���������ñ�~{%��T �»�A�Å|~�����h��� �@��¤@��£�|�{$|�����£�{»�����@}�Ì%{$|~}"�A����}"�@��¦.|~������¤�ÌA��¦.|~�����@¤
~jm

�.|
~u
� ���A����¦�{%£"¦���£"����£�{ ��}�ÌA����TA����¦����?� ��� |~����¤@�����ó�����~{%��T ��¢n£"��X��@�Á����}�|L¤�� �![7��¦.|~���P¤@��}�Ì${%��|L¤@�A�

X��@����}"���ú}"����}"¦��%��S;{%��¤Í£
� ������{$|~}"�A�,{<i�i3~�¢Å£"�;¤rqÁ�����A£"�
Pij

��¤+|Í£�{ó�@�IX��@��¤@����|�{$|~}"�A�ì��� |~����¤@�����
P
��{%��¤Í£�{

��{%¤@�
(~e1, ~e2, ~e3).

�=��¤Í}"����}"¦���¤2�@�IX��.|~��¤
i
�.|

j
}"����}"�������³|Í�����L¤@�A���P{$|~}��A�?�

�=�»¤rqÁ¤@|so��ñ� { �-~�l0{<i���~��?� ��¤+|�X�{%¤Yaï���@���%�Ã�=�)X��@�A��£uo����»��� ¤~{Kaï���@���.|~���@��X��.�Å|�e�|��@�»�@��¤@�A£"�Ý���»��}][7�_c
�@���³|~��¤»�P{%��}uo��@��¤��)��£ta�{%�Å|»�_^`X��@}"������£"��¤UTA�~{%���������@¤ ~jm

¢
P
¢
~q
¢ ~A
¢
X
��� aï�A��¦.|~}"�A�ç����¤)X�{%�~{%��o.|~�@��¤

�P{%¦��@�A¤@¦���X�}"������¤Í���ø��}�£"}���� �.|Ê����£"�����@¤2�����@}�Ì³����¤��
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�;� ¦��A��������¦��>X�{%����}"¤@¦��Å|~���L£
� {#X�X��@��¦����ñ¦�£�{%¤@¤@}"�����9h ��k
¢=��{%��¤L£�{%������£"£"���A� ���.|~���@��}"���ñ£"��¤�TA�~{%���������@¤
�-qÁ���@�Á�`qÁ��{%��}"������¤�X�{%�������>X��@�Á¦��������@�ñ���ñ����q³��������¤@������� ����¤@���È��£"�ñ����ÌA�A£"������¤�¢�X��-qÁ¤@}"�����������³|
}"�`W���}"�����³|'X��.|~}�|~¤,��{%��¤)£
� ��¤�X�{%¦��

R3

~x

¢ ��£
� }"��¤+|�{%�³|'X��-qÁ¤@}"�����
t
� S;{%��¤)¦��Í¦�{%¤�¢�£"�2ÌA��¦.|~�����)������¤@}�|~�Ê�������f^

�P{%¤@¤@}"����� ~jm

����|~�A�Å|7X��A}"�³|
(~x, t)

¦��A�@�@��¤�X��A���,�P£
� }"�>X���£"¤@}��A�ø����qA�������BX�{%�Ê����}�|~�ó���LÌA�A£"�����
ρ~u
�.|

£�{BX��@����}uo��@���@��£�{$|~}"�A� ���baï���@���.|~���@��¤�� ��¦��@}�|

~jm = ρ ~u.
{<i��-~

�Ã��¤@��}�|~�,�A��}"�³|~�@�Á����}�|?�����,�@�IX��@��¤@����|�{$|~}"�A������¤*aï�%�~¦.��¤n���'X��@��¤@¤@}"�A�L�.|n���,¦��A�³|~��{$}"��|~��ÌÁ}�¤~�����.��¤~�ú{#TA}"¤@¤~{%�³|
}"��¤+|�{%�³|�{%���������³|.� £�{ ¤@���ra�{%¦��,����ÌA�A£"�������P{$|~���@}"��£
���n{2£"�A}$���L���A�ÅÌA�������³|n���Ã¦���£"��}jc�¦�}%��¤+|.X��@}"¤@��¦��A�����
���ç����¦�{%��}"�����ì���ç¦��A��X�¤P¤@�A£"}"���%�,�ú�.|@|~�Ï¤@��X�X��A¤@}�|~}"�A�Ý��¤+| {#X�X���£"���ø��{%��¤�£�{h£"}�|@|~���~{$|~���@�Uy�£"��X��@}"��¦�}uX��
����¤@�A£"}"��}]W�¦�{$|~}��A�fz~�)�Ã� ������{$|~}"�A�a����¦��A��¤@���+Ì${$|~}"�A�a���a���A������|P¦�}"���.|~}"�����v{<i�i3~�{#X�X�{%�~{�
"|P¦��A�����Ï£�{
¦��A��¤@����������¦�������£�{L¦��A��¤@���+Ì%{$|~}"�A� ���;£�{ó����{$��|~}�|~�5�������A�ÅÌA�������³|M{��-~�¢Á��{%��¤ £"�;¦�{%¤2���;£�{ó¤rqÁ���.|~�@}"�5���
|~����¤@�����ó����¤ó¦��A�³|~�~{%}"��|~��¤

P
�.S;{%��¤ó£�{ |~�����A�@}"�ñ����¤ó��}"£"}����f^h��� 	2|~�A��}"����¤�¢.X��A���

P = PNS

�A�\�Å|~}"£"}"¤@�
£
� �_^`X��@��¤@¤@}"�A�

P = ΠNS − p I,
{<i§m ~

���
ΠNS = η [(~∇⊗ ~u) + (~∇⊗ ~u)T − (2/3)I

��}�Ì
~u]

{<i3w�~
��¤+|ú£"�2|~����¤@�����ú���5�5{�ÌÁ}"���<c+¡�|~��d%��¤nX��A���,£"��¤)¦��A�³|~�~{%}"�³|~��¤,ÌÁ}"¤@��������¤@��¤�¢

I
��¤+|ú£"�2|~����¤@�����ú����}�|�{%}"�@�2���Ê�~{%��T

�Á���=�����f^ |~�����@��}"�����
~q = ~qNS

��¤+|Ê���A�����L¤@�A��¤Í£�{Yaï�A�@�������L¥��A���@}"���

~q = −κ ~∇T.
{<i�x-~

�'�A���'���BT³{#V)}"����{%£³���A���³{$|~�A��}������){%�f^Ma�{%}"��£"��¤n���%�����@��¤'���gZ�������¤@���?¢$£"��¤'� qfX��%|~��o�¤@��¤�{<i3w�~�¢f{<i�x-~=¤@�A�³|
¦��A�`W��@������¤�X�{%�;£�{P|~�����A�@}"��¦�}"���.|~}"�����%�=�n{)X���}"¤@¤~{%��¦��ñ����¤baï�A�@¦���¤�����¤@���ra�{%¦��K{�X��@��¤@¤@}"�A�h�.|L¦.�A��|~�~{%}"�³|~�
ÌÁ}"¤@��������¤@�L}"��|~���@����~ú¤@��¦�{%£"¦���£"�bX�{%�2£�{���e����7aï�A�@����£"�;������X��A���Í���ì¦��A��X�¤Ê¤@�A£�}"���%¢���¤~{�ÌA�A}"�

~A = (PNS · ~u).
{<i3��~
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T ds = dε + p d(1/ρ).
{<i��-~

�Ã� ������{$|~}"�A�h����¤@�A� ��}"£�{%�v{<i���~7X����Å|Me.|~�@���A�Å|~���Á���ñ���h¦��A��¤@����������¦��P����¤�£"�A}"¤5���ñ¦��A��¤@���+Ì%{$|~}"�A�h���ñ£�{
�P{%¤@¤@�%¢%��� £�{Ê����{%��|~}�|~�ú��� ���A�ÅÌA��������|��.|Ã��� £
� ��������TA}"�b{��-~�l0{<i��-~�¢C¤@}Å£
� �A�BX��@������£�{7TA�~{%���������

X = XNS¤@�A��¤Í£�{Baï�%�~�ñ�

X = κ
( ~∇T

T

)2

+
(ΠNS : ΠNS)

2 η T
,

{<i��-~

���
(ΠNS : ΠNS) =

∑

3

i,j=1
(ΠNS)ij(ΠNS)ij

��¤+|�£"��X��@�Á����}�|5¦��A�³|~�~{%¦.|~�ó���ó�����f^Ï|~����¤@�����@¤;}"�����³|~}"������¤��
�;���@���P{%�@�����ó������£�{�X�{%�+|~}"�L���@�A}�|~�L���È£
� �IT³{%£"}º|~�){<i��-~2��¤+|����A� ���IT³{$|~}�ÌA�%�7�=�È�@�IX��A�+|�����¤;�_^`X��@��¤@¤@}"�A��¤
{<i��-~�l0{<i��-~È��{%��¤�{ �-~�l0{<i���~È���A�����Ï£"�ø¤rqÁ¤+|so����Ï¦�£�{%¤@¤@}"�����Ï�����5{�ÌÁ}"���<c+¡�|~��d%��¤��ú�=��¤P���IX�������{$��¦���¤

η =
η(ρ, T )

�.|
κ = κ(ρ, T )

X����ÅÌA���³|7e.|~�@��|~�@�A�ÅÌ³����¤�¢�¤@�A}º|Í�_^`X����@}"�����³|�{%£"�������³|�¢�¤@�A}�|tX�{%�2£"��¤2���.|~���Á����¤Í���
£�{ó|~�����A�@}"��¦�}"���.|~}"����������¤tT³{#V%�
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¢ X��A��� £�{ ���.|~���@��}"��{$|~}"�A� ����¤QTA�~{%���������@¤ì�-qÁ���@�Á�`qÁ��{%��}"������¤ø{ �Å|~}"£"}�¤@�%¢ú���A�
X�{%¤5�����ó���3qA�������ó¤�X�{$|~}�{%£"�%¢��P{%}�¤Ê¤�X�{$|~}"��c/|~����X��A�@��£�£���¤@���;����¦����+|�{%}"�Ï����¤@���È��£"�ó���YX�{%�~{%£"£"��£"�IX�}]X2o�����¤
X��-qÁ¤@}"�����������³|5}"�`W���}"�����³|/X��.|~}�|~¤Í��{%��¤2£
� ��¤�X�{%¦��M������{$|~�@����}"������¤@}"�A��¤

R4

~x,t

���;�ø{�X��@�A�ÅÌA�L�����%¢���{%��¤
£"�»¦�{%¤��?� ����� ����q³������� ¤�X�{$|~}"��c/|~����X��A�@��£"£��%¢'£"�PÌA��¦.|~�����ñ������¤@}�|~� ��� ���f^ �P{%¤@¤@}"����� ~jm

¢��?� ������a�{����A�
TA�������~{%£"�%¢����È¦��A�@�@��¤�X��A����{%}�|�X�{%¤b�»£�{�����{%��|~}�|~�ó���È���A�ÅÌA��������|;����q³�������BX�{%�5����}�|~�È���óÌA�A£"�����

ρ~u
�

�Ã� {%��{%£]qÁ¤@�2���.|�{%}"£"£"��� ����¦����A}j^�X��A¤@¤@}"��£"�2����¤'TA�~{%���������@¤ ~jm

¢
P
¢
~q
¢ ~A

�.|
X
¦��A������}�|){%�ñ�@��¤@��£�|�{$|,¤@��}�Ì%{%�³|

~jm = ρ (~u − ~w),
{�� �-~

P = −p I + Π,
{��fi3~

~q = −κ ~∇T,
{�����~

~A = (Π · ~u) − p (~u − ~w),
{�� �-~

X = �
( ~∇T

T

)2

+
(ΠNS : ΠNS)

2 η T
+

ρ ~w2

τ T
,

{���m ~
{�ÌA��¦

~w =
τ

ρ
[ρ (~u · ~∇) ~u + ~∇p],

{���w�~

Π = ΠNS + ρ (~u ⊗ ~w).
{��#x-~

�Í�IX��A�+|�{%��|Í£"��¤Í�_^`X��@��¤@¤@}"�A��¤�{�� �-~�¢*{��fi3~ú�.|B{�� �-~/��£�{�X�£�{%¦������ ~jm

¢
P
�.| ~A

��{%��¤Y{ �-~�l0{<i��-~�¢��A�ø�A�Å|~}"���³|
£"��¤rqÁ¤+|so����L�?� ������{C|�}��A��¤Í����{%¤@}n�-qÁ���@�Á�`qÁ��{%��}"�����U{}|�É7Sb~��

∂ρ

∂t
+
��}�Ì ~jm = 0,

{�����~

∂(ρ ~u)

∂t
+
��}�Ì

(~jm ⊗ ~u) + ~∇p =
��}�Ì

Π,
{��#�-~

∂

∂t

[

ρ
(~u2

2
+ ε

)]

+
��}�Ì [

~jm

(~u2

2
+ ε +

p

ρ

)]

+
��}�Ì

~q =
��}�Ì

(Π · ~u).
{�� �-~
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p = ρR T, ε = cvT.
{����-~

�=�L|~����X�¤5¦�{%�~{%¦.|~���@}"¤+|~}"�����
τ
¢�£"�ó¦����!\�¦�}"���³|����LÌÁ}"¤@¦��A¤@}�|~�ó�`qÁ��{%��}"�����

η
�.|;£"�L¦��Á�!\�¦�}"���³|����ó¦��A������¦_c

|~}�ÌÁ}�|~�5|~�����@��}"�����
κ
¤@�A�³|Ê£"}"��¤/X�{%�2£"��¤2�@��£�{$|~}"�A��¤

τ =
η

p Sc
, κ =

cp η

Pr
,

{��`i3~

��{%��¤Í£"��¤@������£"£"��¤

η = η(T ) = η0

( T

T0

)ω

,
{�� ��~

���
η0

��¤+|,£�{ÊÌÁ}"¤@¦��A¤@}�|~� �`qÁ��{%��}"�����/�;£�{Ê|~����X����~{$|~���@�
T0

¢
ω
��¤+|,£
� �_^`X��A¤~{%�³|,���2£�{5���IX�������{%��¦��

η ∝ T ω
�

��£���¤+|L¦��A�>X��~}�¤���{$��¤�£
� }"�³|~���+Ì%{%£"£��
[1/2 − 1]

¢
cv

�.|
cp

¤@�A�³|��@��¤�X���¦.|~}�ÌA�������³|ó£"�.¤�¦���{%£"�����;�P{%¤@¤@}"������¤L{
ÌA�A£"�����2�.|nX��@��¤@¤@}"�A��¦.�A��¤+|�{$��|~¤�¢

Pr
��¤+|)£"�2���A�����@�2��� �Ã�~{%���Å|~£
�³�=�Í���A�È���@�2���5¡Á¦�����}"�Å|'�

Sc
��¤+|)�IT³{%£

�Å�����UX��A���;����T³{#VÈ���A���³{$|~�A��}������È�.|��Å����m�X��A�������,T³{#VÈ��}�{$|~�A��}������Q{rh x�k
¢�hji§m#k�~��=�?�ñ£�}"���@�BX�{%�@¦��A���@¤
����qA���

λ
X����Å|�e.|~�@��¦�{%£"¦���£"�bX�{%�2£�{Baï�A�@�È��£"�;���ó�ú��{#X��P{%��h �3k'�

λ =
η

p

√

π R T

2
,

�A�QX�{%�Í£�{Yaï�A�@�È��£"�;���Lÿú}"�@��hjiIk��

λ =
2(7 − 2ω)(5 − 2ω)

15

η

p

√

R T

2π
.

�=�ú¤rqÁ¤+|so����M{�����~�l0{�� ��~=��}][0o��@�ú����¤rqÁ¤+|so����2���2�5{�ÌÁ}"���<c+¡�|~��d%��¤�¦�£�{%¤@¤@}"�����bh ��k�X�{%������¤�|~���@����¤���}�ÌA����TA����|~¤
¤@��X�X�£"�������³|�{%}"�@��¤����Ya�{%¦.|~�������?� ���BX��.|~}�|%X�{%�~{%��o.|~�@�

τ
¢$£"��¤@������£�¤Ã{#X�X�{%�~{%}"¤@¤@���³| X�{%�'£
� }"��|~�@������¦.|~}"�A�L�?� ���

£"}"¤@¤~{#TA�5|~����X��A�@��£?¤@��X�X�£"��������|�{%}"�@�;��{%��¤Ê£"{����!W���}�|~}"�A� ����¤�TA�~{%���������@¤Í�P{%¦��@�A¤@¦���X�}"������¤Mh x�k
�

�QF�G�� N>L�� P�����
 ��N�P�L ��� O����BFIJ O��]PQH ����� O ��H�
 PQH R ��H ��� � � ��H
�=��¤2{%�Å|~�����@¤ aï�A��| £
� {%��{%£]qÁ¤@�Ê����X��@�A��£uo����5���;£
� ��¦��A��£"�������³| }"¤@�%|~�����@���Ê�?� ���QT³{#V5���Á�����@�������³| �~{%�@�!W��
��{%��¤����h¦�{%��{%£ X�£�{%� ����£"�A��TA�������

L
�.|�������{%�Å|~�����

H
�n�;� ����¤@}uTA����X�{%��£"��¤;}"����}"¦���¤

1
�.|

2
�@��¤�X���¦_c

|~}�ÌA�������³|�£"��¤;¦��A����}�|~}"�A��¤;���h���³|~�@���ñ�.|�¤@�A�+|~}"�È����¦�{%��{%£
�=�;� {»£"�È��{�X�X��A�+|����.¤�X��@��¤@¤@}"�A��¤
p1/p2 > 1

�
�n{h¤@�A£"�Å|~}"�A�Ý����¤rqÁ¤+|so����p{�����~�l0{�� ��~�¢���¦��@}�|�X��A��������¤���¦��A��£"�������³|~¤�X�£�{%��¤ñ¤+|�{$|~}"�A����{%}"�@��¤�¤~{%��¤>aï�A�@¦��
�_^Á|~���@}"�����@����¤+|Ê¦������@¦������ó¤@�A��¤Í£�{Yaï�A�@���

ux = u(y) + δu, uy = δv, p = p(x), T = T0.
{����-~

���
T0

��¤+|ó£�{»|~����X����~{$|~���@���
δu
¢
δv
¤@�A��|L����¤MX��.|~}�|~��¤�Ì${%�@}�{$|~}"�A��¤��=�Í�IX��A�+|�{%�³|L£"��¤����IX�������{%��¦���¤Q{����-~

��{%��¤�£�{)X��@����}uo��@�È������{$|~}"�A� ���ñ£"{»����{%�³|~}�|~���������A�ÅÌA��������|��.|����ITA£"}uTA��{%�³|�£"��¤5|~���@����¤����
δu
�.|

δv
¢

�A�ì�A�Å|~}"���³|Í£�{��@��£�{$|~}"�A�
dp(x)

dx
= η0

d2u(y)

dy2
+ 2η0 u(y)

d

dx

(1

p

dp(x)

dx

)

.
{��#m ~

�Ã�pX��@����}uo��@� {#X�X��@�§^Å}"�P{$|~}"�%�?¢.X��%�������)X��.|~}�|~¤È���A�È���@��¤�����Z��Á����¤@���?¢�£"�»�����@��}"���ó|~���@���»���»���@�A}�|~�
{��#m ~BX����Å|)e.|~�@�Ï���ITA£"}uTA�$�,�7X�X�£"}"����{%�³|�£"��¤�¦��A����}�|~}"�A��¤P{%�f^�£"}"��}º|~��¤ñ���9TA£"}"¤@¤@��������|���� ÎÏ{3^
	ú��£"£B{ï£"��¤
¦��A����}�|~}"�A��¤ ����TA£"}"¤@¤@�������³|Í���9X��@����}"���2�A�@���@��~�h �3k
¢*h ��k��

(

u − 2 − σ

σ
λ

du

dy

)∣

∣

∣

y=0

= 0,
(

u +
2 − σ

σ
λ

du

dy

)∣

∣

∣

y=H
= 0,
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�A� |~�@�A�ÅÌ³��£�{È��}"¤+|~�@}"���Å|~}"�A� ����ÌÁ}�|~��¤@¤@�

ux = − 1

2η0

dp(x)

dx

[

y (H − y) +
2 − σ

σ
λH

]

.

��¦�}
σ
��¤+|2£�{�aï�~{%¦.|~}"�A�»���;���A£"��¦���£"��¤)�@� ����¦���}"��¤2���;�P{%��}uo��@�Ê��}][7��¤@�;����}7��¤+|tX��@��¦����;���;£
� ����}�|~�%¢

λ
��¤+|Í£�{

£"�A��TA�������2���ø£"}"���@��X�{%�@¦��A���@¤Í����qA���?�
�=��������}º|Ê�P{%¤@¤@}"����������T³{#V���{%��¤Í£
� ����}�|~�;����£�{%��TA�����2���ø¦�{%��{%£?��¤+|5¦�{%£"¦���£��bX�{%�Í£�{Yaï�A�@�È��£"�

J =

∫ H

0

ρ(ux − wx)dy =

∫ H

0

ρuxdy − η0

Sc

∫ H

0

1

p

dp(x)

dx
dy =

= −(H/2)3

η0RT0

[2

3
p
dp

dx
+ 4

2 − σ

σ
p
dp

dx

λ

H
+

8

A2Sc
p
dp

dx

( λ

H

)2]

.
{��-w�~

�=�ì¦��Á�!\�¦�}"���³|
A
��¤+|P�IT³{%£t� √

π/2
X��A���ñ£�{�aï�A�@�È��£"� ���Ï�ú��{#X��P{%���.|���¤+|P�IT³{%£Í{

2(7 − 2ω)(5 −
2ω)/(15

√
2π)

X��A���Ê£�{�aï�A�@�È��£"�����óÿú}"�@�?� �Ã£"��¤Ê£"�A}"� {���w�~�¢��A�KX��%¤~�.��{
λ = λ2p2/p

¢����
λ2

��¤+|5£"�L£"}"���@�
X�{%�@¦��A���@¤È����q³��� ��{%��¤È£�{Ï¤@��¦.|~}"�A� ���»¤@�A�+|~}"�P��� ¦�{%��{%£ú�.|��A� }"��|~�ITA�@���~{Ï£
� �_^`X��@��¤@¤@}"�A� �A�Å|~������� ��{%��¤
£
� }"�³|~���+Ì%{%£"£��

[0 − L]
�

¡Á��X�X��A¤@�A��¤Í������£�{È£�{%��TA�����ú���ì¦�{%��{%£
D
¤@�A}�|2����{%��¦��A��XQX�£"��¤/TA�~{%�����;������¤~{���{%�Å|~�����

H
���Ã� }"� �����.��¦��

����¤tX�{%�@�A}"¤2£�{$|~���~{%£"��¤ ��¤+|Ê���ITA£"}uTA��{%��£"�;�.|Ê£"��������}�|2|~�%|�{%£?���ø¦�{%��{%£?¤�� �A�Å|~}"����|Í���ø����£º|�}]X�£�}"{%�³|/X�{%�
D
�

Q �
� � � �

QHD = D
(H/2)3p2

2

η0R T0L

[(p1/p2)
2 − 1

3
+ 4

2 − σ

σ
Kn2

(p1

p2

− 1
)

+
8

A2 Sc
Kn2

2
ln

(p1

p2

)]

,
{���x-~

�A�
Kn2 = λ2/H

���n{baï�A�@�È��£"�Í{%��{%£"��TA���/X��A���,£"�Í¤rqÁ¤+|so����5���Ê�5{�ÌÁ}"���<c+¡�|~��d%��¤ú{�ÌA��¦Ê£"��¤)¦��A����}�|~}"�A��¤,{%�f^
£"}"�ñ}º|~��¤2�?� {%�������@����¦��L¤�� ��¦��@}�|

Q
���

�
� � �

NS = D
(H/2)3p2

2

η0R T0L

[(p1/p2)
2 − 1

3

]

.
{��-��~

¡Á}=�%�9X��@�����ø���ø¦��A��XÅ|~��£"��¤2¦��A����}�|~}"�A��¤2����TA£"}"¤@¤@�������³|2���óÎ�{�^
	 ��£"£
¢��A�ø{%�@�@}�Ì³���

Q �
� � � �

NS = D
(H/2)3p2

2

η0R T0L

[(p1/p2)
2 − 1

3
+ 4

2 − σ

σ
Kn2

(p1

p2

− 1
)]

.
{����-~

�Ã� �_^`X��@��¤@¤@}"�A�

Q �
� � ���

NS = D
(H/2)3p2

2

η0R T0L

[(p1/p2)
2 − 1

3
+ 4

2 − σ

σ
Kn2

(p1

p2

− 1
)

+ 9 Kn2

2
ln

(p1

p2

)]

,
{����-~

����} ���»��}][0o��@�»���,{���x-~L������X�{%�ó���Ý¦����!\�¦�}"����|���{%��¤�£"�P�����@��}"���ó|~���@���%¢%X����Å|>e�|��@�»�A�Å|~��������X�{%�È£"�
¤rqÁ¤+|so����������5{�ÌÁ}"���<c+¡�|~��d%��¤2{�ÌA��¦;£"��¤ ¦��A����}�|~}"�A��¤ú{%�f^»£"}"��}º|~��¤)����TA£"}"¤@¤@��������|ú��� �����f^Å}uo����;�A�@���@��hji�i!k
¢
hji3w�kn���ì£"��£"}"���@�bX�{$�~¦.�A���@¤Ê����qA���ø��¤+|Ê¦�{%£"¦���£"�bX�{%�2£�{Yaï�A�@����£"�;���ó�ú��{#X��P{$� h �3k
�
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�QF�F�G%R>N	� � �)L��)F�
.N�H O�� L ��
$P��0J �bJ 
pJ � �MN>L)F ��P���
 �bJ � ������LUF � �bHKJ ��P��
S;{%��¤È£�{ø|~��o�¤@�»�����n���n{%£"�A������hji�iIk
¢�¤@�A�³|�X��@��¤@���³|~��¤ñ����¤È�@��¤@��£�|�{$|~¤È���»����¤@���@��¤��_^`X����@}"�ñ����|�{%£"��¤ó���
������}�|ó�?� ��¦��A��£"�������³|~¤ó}"¤@�%|~�����@����¤L�?� {#V��%|~�P��|È�?� ����£"}"���v��{%��¤ó����¤ó��}"¦��@��¦�{%��{%�f^ ���P£"�A��TA���.���

L
¢n���

X��@�#aï�A���������
H
�.|ó���»£"{%��TA�����

D
���;� ¦��A�`aï�@�A�³|~�P¦���¤È�@��¤@��£�|�{$|~¤È{%�f^�TA�~{%���������@¤

Q
¦�{%£�¦���£"����¤YX�{%�ó£"�.¤

aï�A�@�È��£"��¤�{���x-~tlv{����-~��n�Ã� �_^Å����X�£"�ñ����},¦��A�³ÌÁ}"���³|ó£"����}"���f^ ��¤+|ó£"�ñ��}"¦��@��¦�{%��{%£
A4

¢$X��A���L£"��������£
L =

5 · 10−3
�ø¢

H = 0, 545 · 10−6
�ø¢

D = 5 · 10−5
�p�.|Í£�{�¦��A����}�|~}"�A�

H � D
��¤+|5¤~{$|~}"¤ra�{%}�|~�%�

�'�A���)£"��¤,��¦��A��£"�������³|~¤)�?� ����£"}"���ø¢A£
� �![7�.|)�?� {%��TA������|�{$|~}"�A�ñ����������}�|ú��¤+|ú¦�£�{%}"�@�������³|ÃÌÁ}"¤@}"��£"�/X��A���
T0 =

294.2
Z�¢

p2 = 0.75·105
��{Å�A�=� ¦��Á�!\�¦�}"���³|Ã���úÌÁ}"¤@¦��A¤@}�|~� �`qÁ��{%��}"����� ��� £
� ����£"}"��� �5¦��.|@|~� |~����X����~{$|~���@�

��¤+|
η0 = 19, 6 · 10−6

��{ · ¤��n¡Å{P¦��A��¤+|�{%��|~�È�P{%¤@¤@}"�����È��¤+| R = 2, 0785 · 103 ��� {�d T · Z�~Ê�.|�¤@�A�h���%�����@����L¡Á¦�����}"�Å|2��¤+|
Sc = 0.77

���=��¤Í�@��¤@��£�|�{$|~¤2�A�Å|~������¤Ê¤@�A�³|tX��@��¤@����|~��¤Ê��{%��¤Í£�{ó|�{%��£"�BiA���=��¤tTA�~{#X���}"������¤
¦��A�@�@��¤�X��A����{%��|~¤�¢Á¦��A��X��@����{%�³|ú£"��¤nX��A}"�³|~¤)�_^`X����@}"������|�{%�f^�¤@�A�³| ���A������¤ú��{%��¤)£"��¤'W�TA���@��¤7i5�.| �Á�fS;{%��¤
£"�gX��@����}"����¦�{%¤�¢�X��A���Ã£��2¦�{%£"¦���£Å���ñ£"}"���@�gX�{%�@¦��%���~¤Ã����qA���?¢A�A��{;�Å|~}"£"}"¤@�ú£�{7aï�A�@�È��£"�ú���Ê�ú��{#X��P{%�?¢A��{%��¤
£"�;�����f^Å}uo�����¦�{%¤�¢��A�ø{È�Å|~}"£"}"¤@�5£�{Yaï�A�@�È��£"�;����ÿú}"�@�,hjiIkn{�Ì³��¦

ω = 0, 66
���n{��@� ���_^Å}��A�ø����¤Í���A£"��¦.��£"��¤/�

£�{>X�{%�@�A}'{��.|~�ó¤@��X�X��A¤@���È��}][7��¤@��{
σ = 1

~��?�;�øÌA�A}�|5�����ó£"�L¦�{%£"¦���£
¢�¤~���Ê£�{���{%¤@�ó����¤5������{$|~}"�A��¤b|�É7Só¢
���A����� £"�P����}"£"£������È{%¦�¦��A�@��{�ÌA��¦ £
� �_^`X����@}"����¦��%�Ã�=� ¤rqÁ¤+|so���� ���ì�5{�ÌÁ}"���<c+¡�|~��dA��¤�¢Ã{�ÌA��¦ £"��¤�¦.�A����}�|~}"�A��¤
{%�f^ì£"}"�ñ}º|~��¤ ��{%��}�|~����£"£"��¤/X��A���Í£"�bTA£"}"¤@¤@�������³|Y{
ÎÏ{3^
	ú��£"£�~ú�?� ��¤+|�X�{%¤Í����|~}uo��@�����.��|Í¤~{$|~}"¤ra�{%}"¤~{%��|��
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Table 1 : Hélium

2

1

p

p slipno
NSQ

(kg/s)

1slip
NSQ

Chapman

1slip
NSQ

Bird

2slip
NSQ

Chapman

1slip
QHDQ

Chapman

1slip
QHDQ

Bird
1.3 2.18*10–14 7.53*10–14 6.93*10–14 1.24*10–13 1.11*10–13 1.05*10–13

1.4 3.03*10–14 1.01*10–13 9.37*10–14 1.65*10–13 1.48*10–13 1.40*10–13

1.5 3.95*10–14 1.28*10–13 1.18*10–13 2.05*10–13 1.85*10–13 1.75*10–13

1.6 4.93*10–14 1.56*10–13 1.44*10–13 2.45*10–13 2.21*10–13 2.09*10–13

1.7 5.98*10–14 1.84*10–13 1.70*10–13 2.84*10–13 2.58*10–13 2.44*10–13

1.8 7.09*10–14 2.13*10–13 1.97*10–13 3.24*10–13 2.95*10–13 2.79*10–13

1.9 8.26*10–14 2.43*10–13 2.25*10–13 3.64*10–13 3.32*10–13 3.14*10–13

2.0 9.49*10–14 2.73*10–13 2.53*10–13 4.04*10–13 3.69*10–13 3.49*10–13

Table 2 : Azote

2

1

p

p slipno
NSQ

(kg/s)

1slip
NSQ

Chapman

1slip
NSQ

Bird

2slip
NSQ

Chapman

1slip
QHDQ

Chapman

1slip
QHDQ

Bird
1.3 1.68*10–13 3.31*10–13 3.02*10–13 3.76*10–13 3.65*10–13 3.37*10–13

1.4 2.34*10–13 4.51*10–13 4.13*10–13 5.09*10–13 4.95*10–13 4.57*10–13

1.5 3.04*10–13 5.76*10–13 5.29*10–13 6.46*10–13 6.29*10–13 5.82*10–13

1.6 3.80*10–13 7.06*10–13 6.49*10–13 7.87*10–13 7.68*10–13 7.11*10–13

1.7 4.61*10–13 8.41*10–13 7.74*10–13 9.32*10–13 9.11*10–13 8.44*10–13

1.8 5.46*10–13 9.81*10–13 9.05*10–13 1.08*10–12 1.05*10–12 9.82*10–13

1.9 6.36*10–13 1.12*10–12 1.04*10–12 1.23*10–12 1.21*10–12 1.12*10–12

2.0 7.31*10–13 1.27*10–12 1.18*10–12 1.39*10–12 1.36*10–12 1.27*10–12

�=��¤����%��������¤ó{%��{%£"��TA����¤�X��A����£
� {#V��%|~��{#X�X�{%�~{%}"¤@¤@����|���{%��¤�£�{P|�{%��£"�È�.|L£���¤�W�TA���@��¤�� �.|�m��n�;� {�X��@}"¤
}"¦�}

η0 = 17, 8 · 10−6
��{ · ¤�¢ R = 2, 962 · 102 ��� {�d T · ZM~�¢ Sc = 0.74

¢
ω = 0.74

¢
σ = 0.93

¢�{ï¦��.|@|~�
�����@��}uo��@�ÊÌ%{%£"�����ú¦��A�����Ê��{%��¤bhji�i!k�~����n{L¦��A���@���;¦��A�@�@��¤�X��A����{%�³|Í{%�»���Á��o�£"��|�É7Sy¦��A�@�@��¤�X��%���ì��}"�����
£
� �_^`X����@}"����¦��%¢���}"���ì�����L£
� �![7�.|Í�?� {%��TA�����³|�{$|~}"�A� ���ø������}�|Í¤@�A}�|Í���A}"��¤ �P{%�@�����%�
S;{%��¤ú£"��¤)�����f^»¦�{%¤�¢Á£"�Í���A�����@�Ê���7Z��Á����¤@���»���»¤@�A�+|~}"�Ê���5¦�{%��{%£���¤+| }"�`aï���@}"�����n� �Å¢�wÁ�
���A���

Kn2 ≤ 0.1£"�Í������}�|ú���7T³{#VÊ��¤+| ��}"���P����¦��@}�| X�{%�)£"�Ê���Á��o�£"�Í���;�5{�ÌÁ}"���<c+¡�|~��d%��¤ {�ÌA��¦;£"�.¤ú¦��A����}�|~}"�A��¤){%�f^�£"}"��}º|~��¤,���
ÎÏ{3^
	ú��£"£*X��A���Í£"��TA£"}"¤@¤@�������³|�¢�£"�;|~���@���L���ø�����f^Å}uo����L�A�@���@�����

Kn2

��{%��¤Ê£
� ������{$|~}"�A�5{���x-~ X��A�ÅÌ%{%�³|
e.|~�@�����ITA£"}uTA�%�
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Fig. 1 : Hélium (formule de Chapman) :
1 : Système NS avec conditions d'adhérence, 2 : Système NS avec conditions de
glissement de Maxwell, 3 : Système NS avec conditions de glissement du deuxième
ordre, 4 : Système QHD avec conditions de glissement de Maxwell, ��  :
Expériences de Lalonde.

Fig. 2. : Hélium (formule de Bird) :
1 : Système NS avec conditions d'adhérence, 2 : Système NS avec conditions de
glissement de Maxwell, 3 : Système QHD avec conditions de glissement de
Maxwell, ��  : Expériences de Lalonde.
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Fig. 1 : Hélium (formule de Chapman) :
1 : Système NS avec conditions d'adhérence, 2 : Système NS avec conditions de
glissement de Maxwell, 3 : Système NS avec conditions de glissement du deuxième
ordre, 4 : Système QHD avec conditions de glissement de Maxwell, ��  :
Expériences de Lalonde.

Fig. 2. : Hélium (formule de Bird) :
1 : Système NS avec conditions d'adhérence, 2 : Système NS avec conditions de
glissement de Maxwell, 3 : Système QHD avec conditions de glissement de
Maxwell, ��  : Expériences de Lalonde.
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Fig. 3 : Azote (formule de Chapman) :
1 : Système NS avec conditions d'adhérence, 2 : Système NS avec conditions de
glissement de Maxwell, 3 : Système NS avec conditions de glissement du deuxième
ordre, 4 : Système QHD avec conditions de glissement de Maxwell, ��  :
Expériences de Lalonde.

Fig. 4. : Azote (formule de Bird) :
1 : Système NS avec conditions d'adhérence, 2 : Système NS avec conditions de
glissement de Maxwell, 3 : Système QHD avec conditions de glissement de
Maxwell, ��  : Expériences de Lalonde.
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