
10 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 3ÓÄÊ 517.958:533.7ÊÂÀÇÈ�ÀÇÎÄÈÍÀÌÈ×ÅÑÊÈÅ Ó�ÀÂÍÅÍÈß ÄËß ÒÅ×ÅÍÈÉ �ÀÇÀÑ ÂÍÅØÍÈÌÈ ÈÑÒÎ×ÍÈÊÀÌÈ ÒÅÏËÀÒ. �. Åëèçàðîâà�), À.À. Õîõëîâ(êà�åäðà ìàòåìàòèêè)E-mail: hohlov�afrodita.phys.msu.ruÏîñòðîåíà ñèñòåìà êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ òå÷åíèé â ïðèñóòñòâèèâíåøíèõ ñèë è èñòî÷íèêîâ òåïëà. Âûâåäåíî óðàâíåíèå áàëàíñà ýíòðîïèè, äåìîíñòðè-ðóþùåå äèññèïàòèâíûé õàðàêòåð âîçíèêàþùèõ äîïîëíèòåëüíûõ ñëàãàåìûõ.ÂâåäåíèåÀêòóàëüíûìè çàäà÷àìè ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâà-íèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ òå÷åíèé ÿâëÿþòñÿ çàäà÷èñ âíåøíèìè èñòî÷íèêè ýíåðãèè. Â êà÷åñòâå òà-êèõ ïðîáëåì óêàæåì, â ÷àñòíîñòè, çàäà÷è ãîðåíèÿ,èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòåé óïðàâëåíèÿ ïîòîêàìèñ ïîìîùüþ ýíåðãîâëîæåíèÿ, ðàñ÷åòû àêòèâíûõ ñðåäâ ðåçîíàòîðàõ ãàçîâûõ ëàçåðîâ è òå÷åíèÿ èçëó÷àþ-ùåãî ãàçà [1℄.Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè âÿçêîãîãàçà ðàçðàáîòàíû ý��åêòèâíûå ðàçíîñòíûå àëãîðèò-ìû, èñïîëüçóþùèå ñïåöèàëüíûé âèä ðåãóëÿðèçàöèè.�åãóëÿðèçàòîðû ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå êâàçèãàçîäèíà-ìè÷åñêèõ óðàâíåíèé (ñì., íàïð., [2�4℄), êîòîðûåîòëè÷àþòñÿ îò óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà äîïîëíè-òåëüíûìè ñëàãàåìûìè äèâåðãåíòíîãî âèäà. Ýòè ñëà-ãàåìûå èìåþò äèññèïàòèâíûé õàðàêòåð, ÷òî äåìîí-ñòðèðóåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòüþ òåîðåìû î íåóáûâàíèèïîëíîé òåðìîäèíàìè÷åñêîé ýíòðîïèè â çàìêíóòîìîáúåìå, äîêàçàííîé äëÿ ýòèõ óðàâíåíèé. Îäíàêî ïî-ñòðîåííûå àëãîðèòìû íå îõâàòûâàëè çàäà÷ ñ âíåø-íèìè èñòî÷íèêàìè ýíåðãèè.Â íàñòîÿùåé ðàáîòå íà îñíîâå ïîäõîäà [2℄ ïî-ñòðîåíû êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ïðè íà-ëè÷èè â ïîòîêå òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ. Ïîêàçàí äèñ-ñèïàòèâíûé õàðàêòåð âîçíèêàþùèõ äîáàâîê.Ê�Ä óðàâíåíèÿ ïðè íàëè÷èè âíåøíèõ ñèëè òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâÑëåäóÿ ìåòîäèêå, èçëîæåííîé â [2℄, çàìåòèì, ÷òîèç ñèñòåìû óðàâíåíèé Ýéëåðà��t�+ ��xi �ui = 0, (1)��t�ui + ��xj �uiuj + ��xi p= �Fi, (2)��t��u22 + "�+ ��xi �ui�u22 + "+ p��= �uiFi +Q(3)

äëÿ èäåàëüíîãî ïîëèòðîïíîãî ãàçà ñ óðàâíåíèåìñîñòîÿíèÿ p= �RT , "= R
� 1T (4)ñëåäóþò òîæäåñòâà��t 1� + ui ��xi 1� � 1� ��xiui = 0, (5)��t ui + uj ��xj ui + 1� ��xi p� Fi = 0, (6)��t "+ ui ��xi "+ p� ��xiui � Q� = 0, (7)��t p+ ui ��xi p+ 
p ��xiui � (
� 1)Q = 0. (8)Çäåñü è äàëåå èñïîëüçîâàíû îáû÷íûå îáîçíà÷åíèÿ:� � óäåëüíàÿ ïëîòíîñòü, ui � êîìïîíåíòà ñêîðîñòè,p � äàâëåíèå, Fi � êîìïîíåíòà âíåøíåé ñèëû," � óäåëüíàÿ âíóòðåííÿÿ ýíåðãèÿ, Q � ìîùíîñòüòåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ. Â �îðìóëàõ ïîäðàçóìåâà-åòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì.Ñïðàâåäëèâîñòü òîæäåñòâ (5)�(8) ìîæíî ïðîâåðèòüíåïîñðåäñòâåííîé ïîäñòàíîâêîé â íèõ âûðàæåíèéäëÿ ïðîèçâîäíûõ ïî âðåìåíè èç óðàâíåíèé Ýéëåðà(1)�(3) ñ ïîñëåäóþùèì ïðèâåäåíèåì ïîäîáíûõ ñëà-ãàåìûõ.Çàïèøåì èíòåãðàëüíûå çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿìàëîãî îáúåìà V â êîíå÷íî-ðàçíîñòíîì âèäå, çàìå-íÿÿ ïðîèçâîäíûå ïî âðåìåíè ðàçíîñòíûì îòíîøåíè-åì äëÿ ìîìåíòîâ âðåìåíè t è t+�t , ãäå �t �ìàëûé ïðîìåæóòîê âðåìåíè. Òîãäà çàêîíû ñîõðà-íåíèÿ ìàññû, èìïóëüñà è ïîëíîé ýíåðãèè ìîæíîïðåäñòàâèòü â âèäå ñîîòâåòñòâåííî:ZV ��� ��t d3x+ ZZ� ��u�i d�i = 0, (9)ZV ���ui � �ui�t d3x+ ZZ� ��u�i u�j d�j + ZZ� p� d�i =�) Èíñòèòóò ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ �ÀÍ.



Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 3 11= ZV ��Fi d3x+ ZZ ��NS ij d�j, (10)ZV ��(�u2/2 + �")� �(u2/2 + ")�t d3x++ ZZ� ��u�i  u�22 + "� + p���!d�i + ZZ� q�NS i d�i == ZV ��u�i Fi d3x+ ZZ� ��NS iju�i d�j + ZV Q� d3x. (11)Çäåñü âåêòîð òåïëîâîãî ïîòîêà è òåíçîð âÿçêèõíàïðÿæåíèé âû÷èñëÿþòñÿ êàêqNS i =�{ ��xiT , (12)�NS ij = �� ��xiuj + ��xj ui � 23Æij ��xkuk� , (13)� è { � êîý��èöèåíòû âÿçêîñòè è òåïëîïðîâîäíî-ñòè. Âåëè÷èíàìè ñî çâåçäî÷êàìè â (9)�(11) îáîçíà-÷åíû çíà÷åíèÿ ãàçîäèíàìè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ â ìî-ìåíò âðåìåíè t < t� < t +�t . Îáîçíà÷èì �t/2 = �è îïðåäåëèì ïàðàìåòðû ãàçà â ñðåäíåé òî÷êå t = t� ,îãðàíè÷èâàÿñü ïåðâûì ïîðÿäêîì ìàëîñòè ïî � :�� = �+ � ���t , (14)u�i = ui + � �ui�t , (15)p� = p+ � �p�t . (16)Ïîäñòàâèì ýòè âûðàæåíèÿ â �îðìóëû (9)�(11).Âåëè÷èíû Fi è Q ñ÷èòàåì ìàëî ìåíÿþùèìèñÿ çàâðåìÿ � , ïîýòîìó çâåçäî÷êè âîçëå íèõ ïðîñòî îò-áðîñèì. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî �àêòè÷åñêè èñïîëüçî-âàííîå íàìè ñîîòíîøåíèå��� ��t = ��t�+ �t2 �2�t2� (17)âåðíî ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ âòîðîãî ïîðÿäêà ïî �t ,ïîýòîìó â ïîëó÷àþùèõñÿ �îðìóëàõ ñëàãàåìûìè ïî-ðÿäêà O(�2) ìîæíî ïðåíåáðå÷ü. Âîçâðàùàÿñü âíîâüê äè��åðåíöèàëüíîìó âèäó ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíèâ èíòåãðàëàõ ïî îáúåìó, ïîëó÷èìZV ��t�d3x+ ZZ� ��ui + � ��t�ui�d�i = 0, (18)ZV ��t�uid3x+ ZZ� ��ui + � ��t�ui�uj d�j ++ ZZ� ��ui ��t uj d�j + ZZ� �p+ � ��t p�d�i =

= ZV ��+ � ��t��Fi d3x+ ZZ� �NS ij d�j, (19)ZV ��t��u22 + "�d3x++ ZZ� ��ui + � ��t�ui��u22 + "+ p��d�i+ZZ� ��ui�uj ��t uj + ��t "+ p ��t 1� + 1� ��t p�d�i ++ ZZ� qNS i d�i = ZV ��ui + � ��t�ui�Fi d3x++ ZZ� �NS ijui d�j + ZV Q d3x. (20)Ñ÷èòàåì, ÷òî â íóëåâîì ïî � ïðèáëèæåíèè äëÿíàøåãî ãàçà ñïðàâåäëèâû óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (1)�(3).Èñïîëüçóåì ýòè óðàâíåíèÿ è ñëåäóþùèå èç íèõòîæäåñòâà (5)�(8) äëÿ òîãî, ÷òîáû èñêëþ÷èòü ïðî-èçâîäíûå ïî âðåìåíè â ñëàãàåìûõ, ëèíåéíûõ ïî � .Ïðèâåäåì ïîäîáíûå ÷ëåíû, ñãðóïïèðóåì îäíîòèïíûåñëàãàåìûå è èñïîëüçóåì ïðîèçâîëüíîñòü îáúåìà V ,÷òîáû ïåðåéòè îò èíòåãðàëüíîé �îðìû óðàâíåíèé(18)�(20) ê äè��åðåíöèàëüíîé. Ïîëó÷èì ñèñòåìóêâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé â âèäå çàêîíîâñîõðàíåíèÿ:��t�+ ��xi ji = 0, (21)��t�ui + ��xj jjui + ��xi p= ��Fi + ��xj�ji, (22)��t��u22 + "�+ ��xi ji�u22 + "+ p��+ ��xi qi == jiFi + ��xi�ijuj +Q, (23)ãäå ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿji = �(ui �wi), (24)wi = �� � ��xj �uiuj + ��xi p� �Fi� , (25)�� =��� � ��xk �uk� , (26)�ij =�NS ij + ��ui�uk ��xkuj + 1� ��xj p� Fj�++ �Æij�uk ��xk p+ 
p ��xkuk � (
� 1)Q� , (27)qi = qNS i � ��ui�uj ��xj "+ puj ��xj 1� � Q�� . (28)Ïðè � = 0 êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêàÿ ñèñòåìà óðàâíå-íèé ñîâïàäàåò ñ ñèñòåìîé óðàâíåíèé Íàâüå�Ñòîêñà.6 ÂÌÓ. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. � 3



12 Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 3Óðàâíåíèå áàëàíñà ýíòðîïèèÂ ðàáîòå [4℄ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå Q = 0ïðîèçâîäñòâî ýíòðîïèè äëÿ ñèñòåìû (21)�(23) ÿâëÿ-åòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì. Îáîáùèì ýòîò ðåçóëüòàò íàñëó÷àé Q 6= 0.Îáîçíà÷èì ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè îïå-ðàòîðîìD�= � ��t �+ � ��xi (ui �wi)�= ��t��+ ��xi ji�. (29)Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïàðàìåòðû ðàññìàòðèâàåìîãîãàçà óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó �èááñàTDs = D"+ pD1� . (30)Èñïîëüçóÿ ñèñòåìó (21)�(23), ïîëó÷èì èç ýòîãîðàâåíñòâà óðàâíåíèå äëÿ ýíòðîïèè s . Ïåðåíåñåìâ óðàâíåíèè (22) âñå ñëàãàåìûå â ëåâóþ ÷àñòüè äîìíîæèì íà ui :0 = ui� ��t�ui + ��xj jjui + ��xi p� ��Fi � ��xj�ji�== Du22 + ui ��xi p� ��Fiui � ui ��xj�ji. (31)Îòñþäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèåDu22 =�ui ��xi p+ ��Fiui + ui ��xj�ji. (32)Óðàâíåíèå (23) ìîæíî çàïèñàòü â âèäåD�u22 + "�+ ��xi ji p� + ��xi qi = jiFi + ��xi�ijuj +Q,(33)îòêóäà, èñïîëüçóÿ ïðåäûäóùåå ðàâåíñòâî, ïîëó÷àåìD" = jiFi + ��xj�jiui � ��xi qi �� ��xi ji p� � ��Fiui � ui ��xj�ji + ui ��xi p== (ji���ui)Fi+�ji ��xj ui� ��xi qi� ��xi ji p�+ui ��xi p+Q.Çàìåòèì, ÷òî D 1� = ��xi (ui �wi), ïîýòîìóDs = 1T D"+ pT D1� = 1T �(ji � ��ui)Fi +�ji ��xj ui �� ��xi qi � ��xi ji p� + ui ��xi p+Q�+ pT ��xi (ui�wi) ==� ��xi qiT +qi ��xi 1T + 1T �(ji � ��ui)Fi +�ji ��xj ui �� ��xi ji p� + ui ��xi p+Q + p ��xi (ui �wi)� .Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå áàëàíñà ýíòðîïèè â âèäåDs =� ��xi qiT +X, (34)

ãäå ïðîèçâîäñòâî ýíòðîïèè X èìååò âèäX = qi ��xi 1T + 1T �(ji � ��ui)Fi +�ji ��xj ui �� ��xi ji p� + ui ��xi p+Q + p ��xi (ui �wi)� . (35)Êðèòåðèåì �èçè÷åñêîé êîððåêòíîñòè òåîðèè ÿâëÿåò-ñÿ íåîòðèöàòåëüíîñòü X > 0 ïðè Q > 0. Èç ïîëó÷åí-íîãî âûðàæåíèÿ (35), íà ïåðâûé âçãëÿä, íåîòðèöà-òåëüíîñòü X íå ñëåäóåò.Ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå (35), ó÷èòûâàÿ (24)�(28). �àññìîòðèì îòäåëüíî êàæäîå ñëàãàåìîå, âû-äåëÿÿ, ãäå ýòî âîçìîæíî, íåîòðèöàòåëüíûå êîìáè-íàöèè âåëè÷èí.Äëÿ ïåðâîãî ñëàãàåìîãî ïîëó÷èìqi ��xi 1T =��{ ��xiT � ��ui�uj ��xj "++ puj ��xj 1� � Q��� ��xi 1T = {�rTT �2 ++ ��ui�uj ��xj "+ puj ��xj 1� � Q�� 1T2 ��xiT == {�rTT �2 + ��uiujT" � ��xi "�� ��xj "��� �uiujT" p� � ��xi "�� ��xj ��� �uiQT" ��xi ".Ïðåîáðàçóåì âòîðîå ñëàãàåìîå:1T ((ji � ��ui)Fi) = 1T �ji � (�� � ��xj �uj)ui�Fi == FiT ���wi + �ui ��xj �uj�== Fi�T �ui ��xj �uj � ��xj �uiuj � ��xi p+ �Fi�== ��T FiFi � ��FiT uj ��xj ui � �FiT ��xi p.Çàìåòèâ, ÷òî�NS ij�NS ij2�T = �T ��ui�xj �ui�xj � 23 �uk�xk �um�xm + �ui�xj �uj�xi� ,ïðåîáðàçóåì ñëåäóþùèé �ðàãìåíò â �îðìóëå äëÿ X :1T�ji ��xj ui = 1T ��� ��xj ui + ��xi uj � 23Æij ��xkuk�++��uj �uk ��xkui + 1� ��xi p� Fi�++�Æij �uk ��xk p+ 
p ��xkuk � (
� 1)Q�� ��xj ui =



Âåñòíèê Ìîñêîâñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ñåðèÿ 3. Ôèçèêà. Àñòðîíîìèÿ. 2007. � 3 13= �NS ij�NS ij2�T ++ ��ujT �uk ��xkui + 1� ��xi p� Fi� ��xj ui++ �T �uk ��xk p+ 
p ��xkuk� (
� 1)Q� ��xi ui.Íàêîíåö ðàññìîòðèì îñòàâøèåñÿ ñëàãàåìûå:� 1T ��xi ji p� + 1T ui ��xi p+ pT ��xi (ui �wi) == ��T � ��xj �uiuj + ��xi p� �Fi� ��xi p.Ñîáèðàÿ âñå �ðàãìåíòû èñõîäíîé �îðìóëû âìå-ñòå, ïîëó÷àåìX = {�rTT �2 + �NS ij�NS ij2�T ++ ��T �uk ��xkui + 1� ��xi p� Fi�2 ++ ��uiujT" � ��xi "�� ��xj "��� �puiujT"� � ��xi "�� ��xj ��� �uiQT" ��xi "++ �T �uk ��xkp+ 
p ��xkuk � (
� 1)Q� ��xi ui++ �T ui� ��xi p�� ��xj uj�++ ��T uiuj � ��xi p�� ��xj ��+ QT . (36)Äëÿ êðàòêîñòè çäåñü è äàëåå èñïîëüçîâàíî îáîçíà-÷åíèå (ai)2 � Æijaiaj .Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèåp= (
� 1)"�,ìîæíî çàïèñàòü (36) â âèäåX = {�rTT �2 + �NS ij�NS ij2�T ++ ��T �uk ��xkui + 1� ��xi p� Fi�2 +

+ ��T" �ui ��xi "+ p� ��xi ui � Q��2 ++ �p�2T � ��xi �ui�2 + QT� , (37)ãäåT� =T �1 + � �1"ui ��xi "+ (
� 1) ��xi ui � Q"����1 .Êàê âèäíî èç ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ, ïðè Q > 0(ïðè Q < 0 ýíòðîïèÿ ìîæåò óáûâàòü) ïðîèçâîäñòâîýíòðîïèè ÿâëÿåòñÿ íåîòðèöàòåëüíûì, åñëè âåëè÷èíà� ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìàëîé. Ïðè � = 0 âåëè÷èíàïðîèçâîäñòâà ýíòðîïèè (37) ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåò-ñâóþùåé âåëè÷èíîé, âû÷èñëåííîé äëÿ óðàâíåíèéÍàâüå�Ñòîêñà.ÂûâîäûÂ ðàáîòå ïîñòðîåíà ñèñòåìà êâàçèãàçîäèíàìè÷å-ñêèõ óðàâíåíèé â ñëó÷àå, êîãäà ñèñòåìà íàõîäèòñÿïîä âëèÿíèåì âíåøíèõ ñèë è èñòî÷íèêîâ òåïëà.Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïîñòðîåíî óðàâíåíèå áàëàíñàýíòðîïèè. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè óñëîâèè ìàëîñòè ïà-ðàìåòðà � ïðîèçâîäñòâî ýíòðîïèè ÿâëÿåòñÿ íåîòðè-öàòåëüíûì.Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü îá-ëàñòü ïðèìåíåíèÿ êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíå-íèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ÷èñëåííûõ àëãîðèòìîâäëÿ ðàñ÷åòà òå÷åíèé âÿçêîãî ñæèìàåìîãî ãàçà â ïðè-ñóòñòâèè âíåøíèõ òåïëîâûõ èñòî÷íèêîâ.Ëèòåðàòóðà1. ×åòâåðóøêèí Á.Í. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèåçàäà÷ äèíàìèêè èçëó÷àþùåãî ãàçà. Ì., 1985.2. Øåðåòîâ Þ.Â. Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå òå÷å-íèé æèäêîñòè è ãàçà íà îñíîâå êâàçèãèäðîäèíàìè-÷åñêèõ è êâàçèãàçîäèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Òâåðü,2000.3. Åëèçàðîâà Ò.�., Ñîêîëîâà Ì.Å., Øåðåòîâ Þ.Â. //Æóðí. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. �èçèêè. 2005. 45, � 3.C. 545.4. Åëèçàðîâà Ò.�., Ñåðåãèí Â.Â. // Âåñòí. Ìîñê. óí-òà.Ôèç. Àñòðîí. 2005. � 4. C. 15 (Mos
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