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Квазигазодинамический (КГД) подход, позво�
ляющий строить удобные и надежные разностные
схемы для численного решения разнообразных за�
дач газовой динамики, представлен в монографиях
[1–3]. В том числе в [2, гл. 9] (см. также [4]) на ос�
нове кинетического уравнения Больцмана в фор�
ме, применимой для смеси одноатомных газов [5],
была выведена и апробирована КГД�система урав�
нений бинарных смесей нереагирующих совер�
шенных политропных газов.

В данном сообщении анализируются и расши�
ряются возможности КГД�подхода в этой обла�
сти. Исходные уравнения из [2] переписываются
в форме законов сохранения, более стандартной в
динамике вязкого газа и удобной для дискретиза�
ции, с дополнительным учетом внешней силы и
теплового источника. Кратко обсуждается пара�
боличность системы по Петровскому, обеспечи�
вающая математическую корректность системы.
Выписывается уравнение баланса энтропии и по�
казывается неотрицательность производства эн�
тропии для смеси газов, что обеспечивает физи�
ческую непротиворечивость системы (но выпол�
няется не во всех известных описаниях смесей
газов). Существенно, что для достижения послед�
него предлагается надлежащим образом обоб�
щить выражения для обменных слагаемых в урав�
нении баланса полной энергии (изначально вы�
веденные только для смеси одноатомных газов).
Вводится также упрощение КГД�системы урав�
нений бинарных смесей – соответствующая ква�
зигидродинамическая система, служащая для
численного моделирования слабосжимаемых те�
чений с до� и трансзвуковыми скоростями. В за�
ключение приводятся упрощенные баротропные

варианты обеих систем и для них дается уравне�
ние баланса энергии с неположительным произ�
водством энергии.

КГД�система уравнений бинарных смесей га�
зов a и b из [2] имеет вид следующих уравнений
баланса массы, импульса и полной энергии для
газа α:

(1)

(2)

(3)

где α = a, b. Здесь и ниже ∂t и ∂i – частные произ�
водные по t и xi, операторы div и ∇ берутся по x,
причем дивергенция тензора берется по его пер�
вому индексу, а ⊗ – знак тензорного произведе�
ния векторов.

Основными искомыми функциями являются
ρα > 0, uα = (u1α, …, unα), θα > 0 – плотность, ско�
рость, абсолютная температура газа α, зависящие
от пространственных координат x = (x1, …, xn), где
n = 1, 2, 3, и времени t. Участвуют также полная
энергия, давление и удельная внутренняя энергия

газа α, который считается совершенным полит�
ропным. Здесь присутствуют положительные по�
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стоянные Rα = , причем R0 – универсальная

газовая постоянная, а mα – молекулярный вес, и
 – удельная теплоемкость при постоянном

объеме. Используется также выражение pα = (γα –

– 1)ραεα, где γα – 1 = .

Кроме того, величина τ = τ(ρa, ρb, θa, θb) > 0 –
параметр релаксации, Su, α, SE, α – обменные сла�
гаемые, связывающие между собой уравнения
для газов a и b, вид которых будет уточнен ниже.

Как уже отмечалось, система КГД�уравнений
(1)–(3) получена только для смеси одноатомных

газов, т.е. при γa = γb = , и формально распро�

странена на случай любых γα > 1 и γβ > 1. Отметим,
что правую часть уравнения (3) можно записать
более компактно благодаря формуле

Более того, как рекомендовано в [2] (подобно
случаю одного газа), введем в правой части урав�

нения (3) множитель  перед слагаемым

, где αPr > 0 – число Прандтля (при αPr =

= 1 он не нужен).

Как следует из [2, раздел 3.3], уравнения (1)–
(3) можно переписать в следующей более стан�
дартной в динамике вязкого газа и удобной для
дискретизации форме:

(4)

(5)

(6)

при Fα = 0, Qα = 0. Здесь для общности анализа из�
вестным в КГД�теории образом [2, 3] добавлены
заданные плотности массовой силы Fα и теплово�
го источника Qα ≥ 0. Знак ⋅  обозначает скалярное
произведение векторов.

В этих уравнениях тензор вязких напряжений
Πα имеет вид

(7)
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Πα ΠNSα ραuα ŵα τ uα ∇⋅( )pα[+⊗+= +

+ γαpαdivuα γα 1–( )Qα ]�,–

причем ΠNSα – это классический тензор вязких
напряжений Навье–Стокса

с коэффициентами динамической и объемной
вязкости вида

(8)

а � – единичный тензор (порядка n). Заметим, что

станет λα = 0, если в правые части уравнений (2),

(3) при γα ≠  добавить соответственно слагаемые

Вспомогательные векторы wα и  таковы:

при этом ρα(uα – wα) – плотность потока массы
газа α.

Тепловой поток qα выражается формулой

с коэффициентом теплопроводности

(9)

Ниже вместо формул (8), (9) рассматриваются
общие зависимости

Важно отметить, что поскольку обменные сла�
гаемые обычно зависят только от значений иско�
мых функций (и не зависят от их старших произ�
водных по x, t), то на КГД�систему уравнений
(4)–(6) очевидным образом переносятся резуль�
таты [6] о параболичности по Петровскому КГД�
системы для одного газа (в соответствующем ана�
лизе происходит распадение на почти независи�
мые вспомогательные подсистемы для газов a и b,
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связанные только через τ). Они свидетельствуют
о математической корректности системы.

Энтропия газа α и энтропия смеси выражают�
ся формулами

где S0 – некоторая постоянная.
Те о р е м а 1. Справедливо уравнение баланса эн+

тропии смеси

(10)

в котором производство энтропии �s выражается
формулами

(11)

(12)

где α = a, b и |�(uα)|2 – квадрат длины �(uα) (как
n2�мерного вектора).

При выполнении условий τ(γα – 1)  ≤ 1 с

α = a, b и

(13)

имеем �s ≥ 0, т.е. производство энтропии неотри+
цательно.

Для доказательства обратимся к уравнению
баланса энтропии для газа α

(14)

Оно выводится умножением уравнения баланса
импульса (5) на uα и вычитанием его из уравнения
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баланса полной энергии (6) с последующим деле�
нием результата на θα. Отсюда ясен вид последне�
го (обменного) слагаемого в правой части (14).
Вывод формул (11), (12) при Qα = 0 дан в [2, 3]; бо�
лее короткий вывод в более общей ситуации (для
уравнений состояния реального газа и при Qα ≠ 0)
выполнен в [7]; там же можно найти другой вид
записи этих формул. Суммируя уравнения (14) по
α = a, b, выводим уравнение (10).

Стандартные обменные слагаемые в молеку�
лярно�кинетической теории (использованные и в
[2]) имеют вид [5]

где ναβ > 0 – частота взаимных столкновений мо�
лекул газа α с молекулами газа β, а β = b при α = a
либо β = a при α = b. При этом

(15)

с Cm = . Здесь множитель 

обобщен по сравнению с [5] (где рассматривался

только случай γa = γb = ) так, чтобы выполнялось

балансное равенство для обменных слагаемых в
уравнении полной энергии, см. ниже (18) (к сожа�
лению, этот момент был упущен в ряде работ, вклю�
чая [2, 8] и др.). Обратим внимание на равенство

(16)

Справедливо балансное равенство, много�
кратно используемое ниже

где Ncol – полное число столкновений между мо�
лекулами газов a и b.

Для указанных выше обменных слагаемых с
учетом (16) имеем
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При условии  =  или, эквивалентно,

γa = γb, выражение в квадратных скобках неотри�
цательно (так как ξ + ξ–1 ≥ 2 при ξ > 0), тем самым
условие (13) выполнено и производство энтропии
неотрицательно. Это означает физическую не�
противоречивость рассматриваемой системы.

Напомним свойства обменных слагаемых:

(17)

Кроме того, при том же условии γa = γb верно дру�
гое балансное равенство

(18)
Важно подчеркнуть, что дальнейшая модифи�

кация 2�го выражения (15)

обеспечивает свойство  =  (при�

чем независимо от явного вида Cm в формуле для
Cmα) и тогда уже при любых γa и γb (не только рав�
ных) будут выполнены как балансное равенство
(18), так и неравенство (13), гарантирующее неот�
рицательность производства энтропии. Предло�
женные модификации заслуживают дальнейшего
физического анализа.

КГД�система уравнений описывает течения
газа во всем диапазоне скоростей. В [1–3] пред�
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ставлена также упрощенная квазигидродинами�
ческая система для описания слабосжимаемых
течений с до� и трансзвуковыми скоростями. Вы�
полняя аналогичные упрощения в КГД�системе
(4)–(6), приходим к квазигидродинамической
системе уравнений бинарных смесей

(19)

(20)

(21)

в которой теперь  = ΠNSα + ραuα ⊗ , – =
= κα∇θα и α = a, b. Она уже не может быть непо�
средственно выведена из уравнения Больцмана.
Свойства параболичности этой системы по Пет�
ровскому очевидным образом следуют из [9]. Для
нее также сохраняет силу теорема 1 с той разни�
цей, что выражение для Ξα теперь существенно

упрощается: Ξα = ΞNS, 1α +  + Qα, а условие

на τ (в связи с Qα) пропадает.
Возможное в некоторых приложениях даль�

нейшее упрощение представленных систем свя�
зано с переходом к баротропному (в частности,
изотермическому или адиабатическому) случаю и
рассмотрению только уравнений баланса массы и
баланса импульса (4), (5) или (19), (20), дополня�
емых уравнением состояния pα = pα(ρα), в частно�

сти, pα(ρα) =  с p1α > 0, γα ≥ 1. При этом в об�
щем баротропном случае коэффициент γα в выра�
жении (7) для Πα следует заменить на первый

адиабатический индекс Γα = . Свойства

параболичности по Петровскому этих систем сле�
дуют из [9, 10].

Введем функцию P0α(r) := , r >

> 0, с r0 > 0. Пусть плотность массовой силы тако�
ва Fα(x, t) = ∇Φα(x) + fα(x, t), где ∇Φα – плотность
стационарной потенциальной массовой силы, а
fα – ее возмущение.

Те о р е м а 2. Для баротропной КГД�системы
уравнений (4), (5) справедливо уравнение баланса
энергии

(22)

∂tρα div ρα uα ŵα–( )[ ]+ 0,=

∂t ραuα( ) div ρα uα ŵα–( ) uα⊗[ ] pα∇++  =

=  divΠ̂α ραFα Su α, ,+ +

∂tEα div Eα pα+( ) uα ŵα–( )[ ]+  =

=  div q̂α Π̂αuα+–( ) ρα uα ŵα–( ) Fα Qα SE α, ,+ +⋅+

Π̂α ŵα q̂α

ρα

τ
���� ŵα

2

p1αρα

γ
α

ραpα
' ρα( )

pα ρα( )
������������������

r
s
� 1–⎝ ⎠

⎛ ⎞ pα
' s( ) sd

r0

r

∫

∂t Epot Ekin+( ) divA �E–+  =

=  ρα τdiv ραuα( )–[ ]fα uα ραfα ŵΦα,⋅+⋅
α a b,=

∑



ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК  том 459  № 4  2014

О КВАЗИГАЗО� И ГИДРОДИНАМИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЯХ 399

в котором потенциальная и кинетическая энергии
смеси имеют вид

(23)

есть производство энергии и

 = [ρα(uα ⋅ ∇)uα + ∇pα(ρα) – ρα∇Φα].

При (ρα) ≥ 0, α = a, b, производство энергии
неположительно: �E ≤ 0.

Доказательство получается в результате сум�
мирования уравнений баланса энергии (см. [11,
утверждение 1]) для газов a и b с дополнительным
учетом обменных слагаемых. Важное неравенство
�E ≤ 0 следует из (12), (17).

Для баротропной КГД�системы уравнений
(19), (20) теорема 2 сохраняет силу с теми упроще�
ниями, что в правой части (22) надо опустить сла�
гаемое –τdiv(ραuα), а в выражении для производ�

ства энергии (23) – последнее слагаемое, поэтому
�E ≤ 0 без условий на (ρα).

Отметим, что все рассмотренные уравнения
бинарных смесей вместе с теоремами 1, 2 непо�
средственно обобщаются на случай, когда τ = τα.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского научного фонда, проект 14–11–
00549.
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