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1. ВВЕДЕНИЕ

В статье представлен численный алгоритм и результаты моделирования нестационарных про�
странственных течений идеальной квазинейтральной плазмы, находящейся в поле электромаг�
нитных сил. Численный алгоритм является расширением построенных ранее конечно�разност�
ных схем, основанных на КГД�уравнениях для описания течений вязкого сжимаемого газа
(см. [1]–[3]). Работа тесно связана с кругом интересов Антона Павловича Фаворского, который,
являясь признанным специалистом в области вычислительной гидродинамики, в свое время ак�
тивно поддержал еще молодое в то время научное направление, развитие которого привело к
формированию КГД�подхода. Антон Павлович Фаворский как руководитель научной школы в
области вычислительной магнитной гидродинамики положительно оценил бы полученные
здесь результаты. 

Квазигазодинамические уравнения (КГД�уравнения) выражают законы сохранения для
усредненных по малому временнóму интервалу газодинамических переменных – плотности,
компонентов импульса и энергии. При этом делается предположение, что усредненная величина
является гладкой функцией времени, которую можно разложить в ряд Тейлора в окрестности
каждого момента времени t, т.е. 
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Закон сохранения для усредненной величины  должен содержать слагаемые, отражающие
как сохранение , так и сохранение поправки, пропорциональной малому параметру , име�
ющему размерность времени. Таким образом, КГД�уравнения представляют собой уравнения
Навье–Стокса, содержащие дополнительные диссипативные слагаемые. Эти слагаемые играют
стабилизирующую роль при численном решении уравнений, так как являются причиной допол�
нительной диссипации. 

КГД�уравнения, в которых учтено влияние магнитных полей, впервые были рассмотрены в
[3], [4] для описания течений вязкого газа и жидкости. При этом влияние поля учитывалось в ви�
де магнитных сил и диссипативных �поправок в части газодинамики, а само поле описывалось
уравнениями Максвелла без коррекции с помощью �поправок. Для этой системы было постро�
ено уравнение баланса энтропии, выписано точное решение задачи Гартмана, проведен расчет
течения электропроводного расплава в безындукционном приближении. 

Однако описанную выше процедуру усреднения можно применить и к уравнениям для маг�
нитной индукции, записанным в рамках единой системы магнитной гидродинамики. Этот под�
ход позволит описывать магнитные вязкие течения с помощью квазигазодинамических уравне�
ний для магнитной гидродинамики (КМГД�уравнений) самосогласованным образом. Такие
уравнения впервые рассмотрены в работах [5], [6], где выполнено их исследование на некоторых
стандартных 1D� и 2D�тестах: задаче Римана, задаче о распространении магнитных волн, задаче
о диссипации и распаде альфвеновской волны, задаче о взрывной волне в замагниченной среде,
задаче о вихре Орсзага–Танга и задаче о взаимодействии ударной волны с облаком. Во всех слу�
чаях была продемонстрирована хорошая сходимость решения к точному при сгущении разност�
ной сетки. 

В [7] КМГД�уравнения были обобщены на случай уравнения состояния неидеального газа
при наличии внешних сил и источника тепла. Было получено уравнение теплового баланса и ис�
следованы энтропийные свойства КМГД�уравнений. 

В данной работе мы приведем систему КМГД�уравнений для 3D�случая, записанную поком�
понентно и представим результаты расчетов тестовых 3D�задач: центральный взрыв в магнит�
ном поле, взаимодействие ударной волны с облаком и трехмерный тест Орсзага–Танга. Также
будут продемонстрированы предварительные расчеты плазменного пинча, удерживаемого про�
дольным магнитным полем. Проблема устойчивости пинча является важнейшей в технологиче�
ской задаче удержания плазмы в магнитных ловушках. 

2. КМГД�УРАВНЕНИЯ

Запишем КМГД�уравнения в декартовой системе координат с использованием стандартных
обозначений для независимых переменных:  – плотность, , ,  – компоненты скорости, ,

,  – компоненты магнитной индукции,  – полная энергия единицы объема. 

Будем также использовать краткие обозначения для квадратов модулей векторов скорости и
магнитной индукции: 

Множитель  мы включили в определение вектора магнитной индукции . В этих обозначе�
ниях полная энергия единицы объема записывается в виде

где  – удельная внутренняя энергия. Для замыкания системы уравнений потребуется уравнение
состояния. Для случая идеального газа оно имеет вид  где  – газодинамическое дав�
ление,  – показатель адиабаты. Уравнение состояния, выраженное через температуру, имеет вид

, где  – универсальная газовая постоянная,  – средний молекулярный вес газа. От�
сюда температура  выражается по формуле 

Комбинация ,  и  дает полную удельную энтальпию: 
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Малый параметр, имеющий размерность времени, по которому проводится усреднение, обо�
значим через  (см. (1)). Для удобства второе слагаемое в разложении Тейлора в (1) обозначим че�
рез приращение : 

Выпишем приращения всех величин, которые будут использованы в дальнейшем. Данные
выражения получены из МГД�уравнений для невязкой и нетеплопроводной квазинейтральной
плазмы (см. [8]):

где i = x, y, z, u – вектор скорости. Cкалярное произведение скорости на градиент величины  и
дивергенция скорости имеют вид

Закон сохранения массы в рамках системы КМГД записывается в виде

(2)

где в качестве потоков выступают скорректированные компоненты плотности потока массы 

Величина корректировки пропорциональна  и записывается через пространственные произ�
водные, являющиеся, по сути, производными от потоков в уравнении Эйлера для МГД: 

Законы сохранения компонент импульса имеют вид 
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где i = x, y, z. Компоненты тензора  (i, j = x, y, z) выражают действие силы, связанной с потоком
скорректированного импульса, газодинамическим и магнитным давлением вдоль каждого на�
правления: 

Здесь и далее первый индекс обозначает номер столбца, второй – номер строки. Тензор 

(i, j = x, y, z) включает в себя тензор вязких напряжений Навье–Стокса , пропорциональный

коэффициенту динамической вязкости , и тензор , связанный с поправками КМГД, про�
порциональными коэффициенту : 

(4)

где 

Заметим, что , а диагональные члены:

Тензор  в (4) записывается в виде

К приращению  нужно применять правила дифференцирования, в соответствии с которыми
имеем . 

Уравнения для магнитной индукции имеют вид 

(5)

где тензор, содержащий компоненты электрического поля, имеет вид
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тензор, выражающий КМГД�поправку, определяется через комбинацию приращений: 
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Уравнение для полной энергии имеет вид 

(8)

где

здесь i = x, y, z; k – коэффициент теплопроводности, определяемый через коэффициент динами�
ческой вязкости , показатель адиабаты , универсальную газовую постоянную  и число
Прандтля : 

Уравнения (2), (3), (5), (8) составляют систему КМГД. Параметрами системы являются:  –
показатель адиабаты,  – коэффициент динамической вязкости,  – число Прандтля,  – сред�
ний молекулярный вес газа,  – регуляризующий малый параметр. Для разреженных газов суще�
ствует естественное определение параметра :

(9)

где l – характерная длина свободного пробега молекул газа,  – максимальное
значение быстрой магнитоакустической скорости. Например, для направления x быстрая маг�
нитоакустическая скорость вычисляется по формуле

где c – скорость звука: 

Коэффициент пропорциональности  в (9) выбирается в диапазоне . Определение (9)
означает, что  есть время, за которое возмущение, распространяющееся с максимально возмож�
ной скоростью, проходит расстояние, равное длине свободного пробега в газе. 

Параметр  в случае разреженных газов связан с коэффициентом динамической вязкости :

где Sc – число Шмидта. 

Если газ нельзя рассматривать как разреженный, то согласно (9) имеем . Если физические
процессы слабо зависят от вязкости и теплопроводности, а газ неразреженный, то КМГД�уравнения
переходят в стандартные МГД�уравнения для невязкого нетеплопроводного квазинейтрального
газа. Эти уравнения, записанные в консервативных переменных, имеют вид (см. [8]) 
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где 

Для течений, в которых вязкость мала, например, для течений идеальной плазмы, будем зада�
вать  как параметр численной схемы. В этом случае он будет выполнять исключительно регуля�
ризующую роль и стремиться к нулю при уменьшении размера численных ячеек. 

Заметим, что рассмотренные КМГД�уравнения не содержат слагаемых, пропорциональных

второй производной по времени вида . Формально при усреднении исходных уравнений
по времени такие слагаемые можно выписать, однако в данной работе эти слагаемые полагаются
малыми и опущены (см. [9]). 

3. ЧИСЛЕННЫЙ АЛГОРИТМ

Для численного решения системы уравнений КМГД используется явная разностная схема с
центральной аппроксимацией производных. Задается равномерная сетка, разбивающая вычис�
лительную область на ячейки размером , где знак  обозначает соответствующий шаг
по сетке. Независимые переменные будем соотносить с центрами ячеек и обозначать целыми
индексами i, j и k, соответствующим направлениям вдоль осей x, y и z. Полуцелые индексы будут
обозначать величины, определенные на интерфейсах между ячейками. На фиг. 1 в качестве при�
мера показаны две смежные ячейки сетки с величинами, определенными в их центрах и на ин�
терфейсе между ними. 

При численном решении уравнений (2), (3), (5), (8) производные по времени и пространству
заменяются на разностные выражения вида 

(10)

где  – шаг по времени,  обозначает неизвестные величины, соотносящиеся с новым времен�
ным слоем ,  обозначает известные величины, находящиеся на временнóм слое t. Пра�
вила (10) означают, что изменения величин внутри разностной ячейки определяются потоками
через ее грани. 
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Шаг по времени определяется из условия Куранта 

где  – число Куранта, определяемое экспериментально и не превышающее единицы. 

Так как под знаками пространственных производных в (2), (3), (5), (8) находятся величины,
сами определяемые через пространственные производные, то для их вычисления используются
разности между центрами смежных ячеек: 

Это означает, что для вычисления неизвестных величин , относящихся к центру ячейки с номе�
ром , используется информация также из смежных ячеек с номерами ,  и

. Таким образом, шаблон схемы состоит из 27 точек.

Устойчивость разностной схемы обеспечивается регуляризующими параметрами ,  и k,
пропорциональными размеру численных ячеек: 

где 

4. БЕЗДИВЕРГЕНТНОСТЬ МАГНИТНОГО ПОЛЯ

Моделирование магнитных течений должно также обеспечивать бездивергентность вычисля�
емого магнитного поля. Для этого мы предлагаем использовать метод ограничения переноса
(constrained transport method) из [10]. Этот же метод использовался при построении численной
схемы для расчета МГД�турбулентности в межзвездном газе (см. [11]). Метод основан на выпол�
нении закона индукции Фарадея: 

(11)

где  – вектор напряженности электрического поля. В КМГД�подходе вместо уравнений (5), ре�
шаются уравнения (11), в которых компоненты напряженности электрического поля записыва�
ются с учетом регуляризующих слагаемых. 

Напряженность электрического поля в веществе, движущемся со скоростью u, имеет вид
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Фиг. 1. Две смежные ячейки сетки с заданными в них величинами.
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поэтому компоненты электрического поля, относящиеся к соответствующим граням ячеек
(см. фиг. 2), записываются с учетом КМГД�поправок согласно (6), (7) в виде

(12)

Согласно методу ограничения переноса компоненты (12) переносятся на центры ребер (см. фиг. 3) по
формулам вида 

где соответствующие производные вычисляются в зависимости от знака скорости на грани:
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Фиг. 2. Компоненты напряженности электрического поля, используемые в уравнениях для магнитной индук�
ции системы КМГД.
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Ez i, j +1/2, k

Ez i+1/2, j +1, k

Фиг. 3. Перенос компонент напряженности электрического поля с центров граней ячеек на центры ребер.



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 55  № 8  2015

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТРЕХМЕРНЫХ ТЕЧЕНИЙ 1371

с использованием разностных выражений вида 

Полученные значения компонент электрического поля на центрах ребер ячеек используются
в (11) для вычисления компонент магнитного поля в центрах граней ячеек на следующем вре�
меннóм слое  (см. фиг. 4). Разностная аппроксимация (11) имеет вид

Значения компонент магнитного поля в центрах ячеек вычисляются простым усреднением
(фиг. 5): 

(13)
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Фиг. 4. Вычисление компонент магнитного поля на временнóм слое t + Δt в центрах граней ячеек по закону Фа�
радея.
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Фиг. 5. Вычисление компонент магнитного поля на временнóм слое t + Δt в центрах ячеек.
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Магнитное поле, полученное согласно (13), обладает свойством бездивергентности. В этом
можно убедиться, вычислив дивергенцию в вершинах ячеек по формуле

5. ПРИМЕРЫ РАСЧЕТОВ

Ниже приводятся результаты применения изложенного метода к некоторым популярным те�
стам магнитной гидродинамики, расширенным на трехмерный случай. Численный анализ
свойств метода на одномерных и двухмерных тестах проведен в работах [5], [6]. 

5.1. Взрыв в магнитном поле

В задаче рассчитывается структура распространяющегося возмущения, вызванного избыточ�
ным давлением в ограниченной области, в среде с наложенным магнитным полем (a blast wave
problem) (см. [12]). Расчетная область представляет собой куб с ребром , на котором задается
равномерная сетка, состоящая из  ячеек. В начальный момент времени простран�
ство заполнено идеальным газом с , плотностью  и давлением , за исключением
центральной сферической области c радиусом , в которой задано давление .
Вдоль направления x наложено однородное магнитное поле  (см. фиг. 6). Расчет прово�
дился с параметром  и числом Куранта . 

Результат расчета на момент  представлен на фиг. 7. Показан логарифм плотности в
виде трехмерного распределения и двухмерного разреза вдоль плоскости  c линиями уров�
ней. За счет магнитного давления, направленного ортогонально к полю, течение образует вытя�
нутую вдоль направления поля структуру. Максимальная плотность  достигается в об�
ластях максимального сопротивления среды. В центре достигаются минимальные значения

. 
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Фиг. 6. Взрыв в магнитном поле. Начальные условия.



ЖУРНАЛ ВЫЧИСЛИТЕЛЬНОЙ МАТЕМАТИКИ И МАТЕМАТИЧЕСКОЙ ФИЗИКИ  том 55  № 8  2015

ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТРЕХМЕРНЫХ ТЕЧЕНИЙ 1373

z

0

0.35

y x

Logρ
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−0.230
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−0.408
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−0.585

−0.674

−0.763

−0.852

−0.941

Фиг. 7. Взрыв в магнитном поле. Показан логарифм плотности в виде трехмерного распределения и двухмер�
ного разреза вдоль плоскости y = 0 с линиями уровней на момент t = 3 × 10–2. Дополнительно указаны значения
в характерных областях.

5.2. Взаимодействие ударной волны с облаком

В задаче рассчитывается процесс разрушения плотного облака при взаимодействии с ударной
волной (см. [13]). Расчетная область представляет собой куб с ребром , на котором задается
равномерная сетка, состоящая из  ячеек. Ударная волна инициируется с помощью
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Фиг. 8. Взаимодействие ударной волны с облаком. Начальные условия.

p = 1
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x
y

0.65

0.586

1.3
0.7

0.54

1.277

0.235

0.215

0.395

0.475

0.555
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0.716
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0.876

0.956

1.037

1.117

1.197

lоgρ

Фиг. 9. Взаимодействие ударной волны с облаком. Показан логарифм плотности в виде трехмерного распреде�
ления и двухмерного разреза вдоль плоскости y = 0 с линиями уровней на момент t = 6.09 × 10–2. Дополнитель�
но указаны значения в характерных областях.

разрыва между двумя состояниями , разделенными плоскостью
: 

Облако с плотностью , находящееся в гидростатическом равновесии со средой, задава�
лось в виде шара радиуса  с центром в точке  (см. фиг. 8). Расчет про�
водился с параметром  и числом Куранта . Показатель адиабаты . 

Результат расчета на момент  представлен на фиг. 9. Показан логарифм плотно�
сти в виде трехмерного распределения и двухмерного разреза вдоль плоскости  c линиями
уровней. Полученная конфигурация отражает гидродинамическое обтекание препятствия. Из�
за сопротивления облака потоку, перед облаком возникает контактный разрыв в форме полусфе�
ры. Позади наблюдается анизотропное течение, структура которого связана с направлением маг�
нитного поля. 

5.3. Трехмерный вихрь Орсзага–Танга

Данная задача была впервые предложена в работе [14] в двухмерной постановке для исследо�
вания процесса развития сверхзвуковой турбулентности и получила в дальнейшем название вих�
ря Орсзага–Танга (Orszag–Tang vortex). В начальный момент времени задаются гладкие началь�

( )x y z x y zu u u B B B p= ρ, , , , , , ,U
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ные условия, которые дают быстрый переход к сложному течению с формированием и взаимо�
действием ударных волн. Задача является тяжелой для многих численных схем, так как
возникающие градиенты величин, особенно сильные в центральной части расчетной области,
могут привести к осцилляциям и отрицательным значениям плотности. 

В данной работе мы впервые рассматриваем трехмерную постановку задачи. Расчетная об�
ласть представляет собой куб с ребром , на котором задается равномерная сетка, состоящая
из  ячеек. Граничные условия задаются периодическими. Мы предлагаем следую�
щие начальные условия для 3D�случая: 

где . Расчет проводился с параметром α = 0.5 и числом Куранта σ = 0.1. Показатель
адиабаты . 

Результат расчета на момент t = 0.5 представлен на фиг. 10. Показана энергия магнитного поля
с помощью уровней в диапазоне от  до . Метод позволяет получать правильную структу�
ру течения со всеми разрывами и выполнять расчет неограниченно долго. При продолжении сче�
та течение постепенно распадается на мелкие структуры, кинетическая энергия диссипирует
из�за вязкости. 

5.4. Удержание плазменного пинча в магнитной ловушке

Было проведено моделирование процесса удержания горячего плазменного пинча в ловушке
с помощью продольного магнитного поля. Такой пинч принято называть �пинчем. Эта задача
представляет большой интерес для технологической проблемы создания установок термоядер�
ного синтеза типа ТОКАМАК и является предметом исследований несколько десятилетий
(см., например, [15], [16]). Время удержания пинча в стабильном состоянии, полученное в экс�

1L =
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/ /

0 0 0

25 (36 ), 5 (12 ),
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sin(2 ) sin(4 ) sin(4 )
x y z
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B B z B B x B B y
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= − π , = π , = π ,
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/5 3γ =

0 02. 2 25.

θ

x
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z

1/2|B|2
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0.208
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0.105

0.0879

0.0707

0.0536

0.0364
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Фиг. 10. Трехмерный вихрь Орсзага–Танга. Показана энергия магнитного поля на момент t = 0.5.
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p1 = 1, p1 =5 × 10−4

p0 = 0.01

p0 = 5 × 10−6

Bz

2p1

β
������=

z

x

y

0.1

Фиг. 11. Начальная конфигурация плазменного пинча в магнитной ловушке.

x

z

1.61 × 10−4

1.5 × 10−4

ρ, 10−4

1.42

1.32

1.23

1.13

1.03

0.928

0.829

0.730

0.631

0.531

0.432

0.333

0.234

0.135

7.3 × 10−5

Фиг. 12. Плазменный пинч в магнитной ловушке. Показано распределение плотности с тремя характерными
уровнями 7.3 × 10–5, 1.5 × 10–4 и 1.61 × 10–4 в некоторый момент времени.

y
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y
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0.4

0.6

0.8
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
x

−5.30

−5.22

−5.14

−5.06

−4.98
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−4.82

−4.74

−4.66

−4.58

−4.50

−4.42

−4.34

logρ

−4.26–3.8

Фиг. 13. Развитие гидродинамической неустойчивости пинча, рассчитанное в 2D�постановке в плоскости xy на
сетке 400 × 400. Показано распределение плотности в логарифмическом масштабе в некоторый момент времени.

периментах, составляет порядка нескольких миллисекунд из�за развития гидродинамической
неустойчивости. Мы рассматриваем данный процесс в безразмерной постановке.

Расчетная область представляет собой куб с ребром , заполненный идеальным газом с

 (что соответствует водороду), плотностью  и давлением . Пинч зада�

вался в центре расчетной области в виде цилиндра радиусом , внутри которого ,

. В начальный момент времени задавалось продольное магнитное поле , где
плазменное . Начальная конфигурация пинча показана на фиг. 11. Использовалась равно�
мерная сетка, состоящая из  ячеек. Расчет проводился с параметром  и чис�
лом Куранта .

При моделировании был получен циклический процесс расширения и сжатия плазмы под
действием магнитного давления. При этом магнитное поле, равномерно распределенное в на�
чальный момент времени, выдавливалось из области пинча. Наблюдалось несколько циклов
прямого и обратного перетока энергии между энергией магнитного поля и кинетической энер�
гией вещества пинча. Увеличение энергии поля приводило к подавлению расширения плазмы. 

Для проверки устойчивости работы кода был проведен расчет пинча, наклоненного к оси  в
начальный момент времени на угол . В результате происходило выравнивание пинча вдоль
магнитного поля через циклические колебания. Этот процесс демонстрируется на фиг. 12, где

представлено распределение плотности с тремя характерными уровнями ,  и

 на некоторый момент времени. Видна деформация формы пинча при колебаниях. 
Используемая довольно грубая трехмерная вычислительная сетка не позволила разрешить

мелкомасштабные структуры и смоделировать развитие неустойчивости. В двухмерной поста�
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новке на сетке  при моделировании среза пинча в плоскости xy такая неустойчивость
была получена. Она развивалась в поперечных к полю направлениях и напоминала неустойчи�
вость Рэлея–Тейлора. На фиг. 13 представлено распределение плотности в логарифмическом
масштабе в некоторый момент времени, демонстрирующее образующиеся в результате этого
процесса структуры. 

При моделировании со слабым магнитным полем циклического процесса и развития не�
устойчивости не наблюдалось. Пинч в этом случае распадается за счет диффузии. 

6. ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В работе представлен алгоритм решения квазигазодинамических КМГД�уравнений, описы�
вающих нестационарные сжимаемые магнитогидродинамические течения для случая идеально�
го уравнения состояния. В отличие от более ранних работ, КМГД�уравнения были записаны са�
мосогласованно в рамках единого подхода как к уравнениям, описывающим законы сохранения
в гидродинамике, так и к уравнениям Фарадея для магнитных полей. 

Представленная схема является полностью трехмерной, где все физические величины рас�
считываются без расщепления по пространству. Тестирование численного алгоритма на не�
скольких “тяжелых” трехмерных задачах магнитной гидродинамики показало исключительную
стабильность работы кода. Выбранный параметр расчета α = 0.5 и число Куранта σ = 0.1 являют�
ся универсальными для любых задач. 

Алгоритм является громоздким из�за наличия дополнительных монотонизирующих попра�
вок, пропорциональных , но простым в реализации. Использованная явная схема с централь�
ными разностями позволяет распараллелить код естественным образом с помощью декомпози�
ции области по процессорам. 

Достоинством подхода является отсутствие необходимости в традиционных монотонизирую�
щих процедурах, таких как лимитеры, которые необходимо применять при использовании стан�
дартных МГД�уравнений. Такие монотонизирующие процедуры не являются универсальными,
что приводит к необходимости тонкой настройки кода для каждого конкретного случая. 

Недостатком метода является его первый порядок точности, что требует использования более
подробных сеток для получения решения, сравнимого по качеству с получаемым по схемам вы�
сокого порядка. Заметим, что порядок аппроксимации определяется по поведению на гладких
областях, в то время как наиболее интересными являются разрывные решения. 
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